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Введение 

Одним из замечательных геометрических свойств гильбертова простран­
ства Я является возможность ортогонального проектирования; точнее, для 
любого замкнутого подпространства F в Я имеет место разложение Я = 
= F ® F±, где f 1 = {ж 6 Я : (/, х) = О, V/ 6 F } , т. е. любой вектор h £ Я 
представим в виде h = / + /-Ц / 6 F, /J- £ Р-Ц и это представление един­
ственно. 

Вообще, подпространство Х± банахова пространства X называется допол­
няемым, если существует другое подпространство Х 2 {дополнение) такое, 
что любой элемент х £ X представим единственным образом в виде х = 
:== Х\ ~\~ Х2, X^ 6 Xi, х2 6 Х2. Очевидно, что ХА в свою очередь является 
дополнением Х2 . Говорят также в этом случае, что X разлагается в прямую 

сумму подпространств X t и Х 2 и пишут X = Х4 + X2. С каждой парой 
взаимно дополнительных подпространств связан линейный ограниченный 
проектор Ри отображающий X на Х^ вдоль Х2 , т. е. Im Pi = X l 7 Ker P 4 = 
= X2 , Pi = Pi . Наоборот, каждый проектор порождает пару взаимно 
дополнительных подпространств. Рассматривают также дополнительный 
проектор Р2 = 1 — Р ь отображающий .X на Х 2 вдоль Xi. Норма проектора 
Pi может служить для оценки «качества» дополнения: чем больше | |Pi | | , тем 
«хуже» дополнение. Если | |Pi | | = 1, то говорят, что Х 2 является ортогональ­
ным дополнением подпространства Xi*, ортогональное дополнение во многих 
отношениях оказывается наилучшим. Заметим, что норма дополнительного 
проектора в этом случае, вообще говоря, отлична от единицы. Если под­
пространство дополняемо, то оно имеет бесконечно много различных допол­
нений (исключая тривиальные случаи Xi = {0} и Xi = X); так дополни­
тельным к Xi будет любое подпространство вида|Х 2 = {Az + z: z £ Х 2 } , 
где A: X 2 - > X i — линейный оператор. (Описание различных проекто­
ров на Xi см. ниже в лемме 1.1 Собчика.) В связи с этим вводится поня­
тие относительной проекционной постоянной, характеризующей степень 
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дополняемости Х4 в X: ЦХи X) = inf | |Р | | , где Р пробегает все проекторы 
из X на Xi\ если Xt не имеет дополнения в X, то полагаем Х(Хи X) = оо. 

Каждое конечномерное подпространство банахова пространства допол­
няемо. Его проекционная постоянная допускает оценку [14] 

(0.1) ЦХи X) < (dim Х,)т. 
Более элементарной и давно известной является оценка 

(0.2) ЦХи X) ^ d i m Z i . 
Это, по существу, лемма Ауэрбаха; ее доказательство см., например, в [37], 
§ 8.4.1. 

Существование недополняемых (бесконечномерных) подпространств впер­
вые установили в 1933 г. С. Банах и С. Мазур [1]. Они рассуждали следую­
щим образом. Пусть Xi — подпространство банахова пространства Х> 
имеющее дополнение, и Р — соответствующий проектор. Тогда сопряженный 
оператор Р * осуществляет изоморфное вложение X* в X*. Положим X =•-
= СЮ, 1], пространству всех непрерывных функций на единичном отрезке; 
тогда X* — пространство всех конечных борелевских мер на отрезке [0, 1] — 
слабо полное пространство. В качестве Х4 выберем какое-нибудь подпростран­
ство в С [0, 1], изоморфное lL (например, подпространство, натянутое на 
лакунарную тригонометрическую систему хп = sin 2nnt (п = 0, 1, 2, . . .)). 
Его сопряженное X* ~ /оо не является слабо полным пространством и, 
следовательно, не может быть изоморфно вложено в «X*. Поэтому Xi на 
имеет дополнения в X. 

Г. М. Фихтенгольц и Л. В. Канторович показали [44], что С[0, 1J не до­
полняемо в LoJO, 1]. Примеры недополняемых подпространств в банаховых 
пространствах Lp, lp (1 ^ р, р ф 2), с0, Z^, Loo и некоторых других построи­
ли в 1937—1941 гг. Муррей [31], Собчик [42], Филлипс [46] и Коматузаки [17],, 
[18]. Новую серию примеров недополняемых подпространств дает гармо­
нический анализ (X. Хельсон [47], У. Рудин [39], X. Розенталь [38]„ 
Г. М. Хенкин [48], Ч . Фефферман [43], Б . С. Митягин [28]). В § 1 будут разо­
браны некоторые из этих примеров. 

Наиболее сильное продвижение общая теория дополняемых подпро­
странств получила в последние пятнадцать лет. Здесь прежде всего следует 
отметить работы А. Пелчинского и И. Линденштраусса [33], [21], [22]. Приве­
дем некоторые результаты этих работ, решающие в значительной степени 
вопрос о дополняемых подпространствах в пространствах (суммируемых) 
последовательностей. 

Если бесконечномерное подпространство Е в 1р, 1 ^ р < оо, дополняемо, 
то оно изоморфно 1р; если Е изометрично 1Р, то оно имеет- в 1р ортогональное 
дополнение (А. Пелчинский [33]). Если Е — бесконечномерное подпростран­
ство в X, где X = с0 или loo, то Е дополняемо тогда и только тогда, когда 
оно изоморфно X (А. Пелчинский [33], И. Линденштраусс [22]). Однако до 
самого последнего времени оставался открытым вопрос: существует ли 
банахово пространство, отличное от гильбертова, в котором каждое замкну­
тое подпространство имеет дополнение? Ответ (отрицательный) на этот во­
прос недавно получили И. Линденштраусс и М. Цафрири [23]. Ими доказана 
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Т е о р е м а 2.0. Для того чтобы бесконечномерное банахово простран­
ство было изоморфно гильбертову, необходимо и достаточно, чтобы в нем 
каждое замкнутое подпространство имело дополнение. 

Мы изложим доказательство этой теоремы в § 2. Отметим, что весьма 
существенным моментом в доказательстве является глубокая теорема 
А. Дворецкого [10] о сечениях выпуклых тел высокой размерности. Некото­
рые отличия нашего изложения от оригинального связаны с желанием полу­
чить более точные оценки (формулы (2.3) и (2.4) ниже), связывающие проек­
ционные постоянные и характеристики изоморфизмов. 

В статье рассматриваются банаховы пространства, как вещественные, 
так и комплексные, и хотя соответствующие оговорки далее не делаются, все 
конструкции верны в обоих случаях. Правда, предложение 2.1 доказано 
[10], [24] лишь в вещественном случае. Недавно В. Д. Мильман, развивая 
подход [24], показал [25], что теорема А. Дворецкого верна и в случае ком­
плексных банаховых пространств. Тем самым теорема 2.0 также верна 
не только в вещественном, но и в комплексном случае. 

§ 1. Конкретные примеры недополняемых подпространств 

1. Одни из первых примеров недополняемых подпространств были 
даны Мурреем [31] и Собчиком [42]; это — подпространства в 1Р, 1 ^ р << оо, 
р ф 2 (см. также [16], § 31). Конструкция Собчика весьма поучительна, 
и, поскольку на русском языке она не излагалась, мы приведем ее довольно 
подробно. К тому же, построенное при этом подпространство Собчика Е 
в 1Р близко к пространству Эыфло [36]. 

Достаточно решать конечномерную задачу, т. е. построить в Vp, коор-
п 

динатном пространстве с нормой ||#|Zp|| = (5J | #ь | р) 1 / Р > подпространство 
1 

Еп так, чтобы Х(Еп, 1Р) ->• °° при п ->оо, где 

ЦЕ,Х) = inf | |P | | , 

нижняя грань берется по всем проекторам из X на Е cz X. Можно даже 
ограничиться подпоследовательностью п = п$-*- ОО индексов. Действитель­
но, бесконечномерное 1р можно рассматривать как ( V ) p , T- е- пространство 

оо 

последовательностей х = {^7-}i°, xj ^lp
j таких, что ||^||р = 2 I k j l ^ / П р < °°т 

1 

с нормой ||#||. Каждое lp
k дополняемо в 1Р, и норма проектора Р^\ х-*-

-> { ^ } j L b xh. = 0, j ф /г, х\ = xk, равна 1. Выберем в 1р подпространство 
Е - (Es)p, т. е. 

E = {x = (xj)?elp: xjdEjCztJ, ; = 1, 2, . . . } . 

Если Е дополняемо, т. е. Е = Qlp, где Q — ограниченный проектор, 

то Qj = PjQIj, где If. lp ->• 1р — тождественное вложение, If w->- v = 

= {vk}?, vh = 0, к ф у Vj = w,— можно рассматривать как проектор из I/ 
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на Ef, при этом 

K(EJ, z£')<||&||<||^|llieilll^ll = lieil. 
т. е. sup X(Ej, lp

j) < оо, в то время как X(Ej, lp
J) ->• оо. 

2. Итак, пусть Е — подпространство в X, и Р: X -> X — ограниченный 
оператор в X, проектирующий X на Е. Со всяким проектором Р связывается 
инволюция / = 2Р — 1Х; действительно, J2 = (2Р — I)2 == 4Р2 — АР + 1 = 

= 1. Наоборот, всякая инволюция J порождает проектор Р = ~ (J -f 1)-

При указанном взаимно однозначном соответствии между проекторами 
и инволюциями 

Е = Im Р = {̂  6 X: Jx = ж}. 

1.1. Л е м м а . Всякий проектор Р из X на Е имеет вид 

(1.1) ? = 1.(1А . + / + Я) , 

гд£ Я — произвольное непрерывное отображение в X, удовлетворяющее условию 

(1.2) JH = -HJ = Н. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Положим Н — 
= 2(Р — Р); тогда имеет место соотношение (1.1). Поскольку Р и Р — 
проекторы на одно и то же подпространство Е, то 

(1.3) РР = Р и РР = Р. 
1 1 1 

Поэтому -у(1 + / + # ) • у (1 + / ) = у ( 1 + / ) , откуда вытекает, что Я / = 
= —Я. Из второго соотношения (1.3) вытекает, что JH = Н. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Только что проверено, что соотношения (1.2) 
и (1.3) эквивалентны. Поэтому для любого Н со свойством (1.2) оператор Р 
является проектором, так как Р2 = РРРР = РРР = РР = Р, и его образ 
Im Р совпадает с подпространством Е = Im P. Действительно, для х 6 Е 
имеем Рх = Р (Рх) = Рх = х, т. е. Е a Im P, и аналогичные выкладки 
для элемента у £ Im P показывают, что Im P a Im P. Лемма доказана. 

3. Матрицами Уолта назовем ортогональные матрицы Wv порядка 2V, 
которые строятся следующим образом: 

(1Л) Wv = 2~V/2UV, С/о = 1, Uv+i = ( ^ _ у 

Так как И^ = 1^ — тождественная матрица порядка п = 2V, то W порож-

дает в Lp инволюцию; положим 

(1.5) Е = Е\ р<2, =Е-, р>2, 
где 

(1.6) E$ = {xeilv: Wvx=±x}. 

В виду ортогональности W выполнено соотношение (Е±)^ = Е+. 
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По лемме 1.1 всякий проектор Р: X ->- Е (здесь X = Zp
v, а индекс v под-

пространства опускается) имеет вид Р = -^ (1 + W + Я), причем ТУЯ = 
= —HW = Я. Последнее соотношение показывает, что у матрицы Я = 

2 v 
= (hjk)i след Тг Я = У] / ^ = 0. Но тогда hkk ^ 0 при некотором к, 

1 
и поскольку W2 = 1, WH = Я и W симметрична, то 

1 < 1 + hkk = S?=l Wjh {Wjk + fe/h) = 
= (Wek4 (W + lI)ek)<\\Wek\\q.\\(W+H)ek\\p, где -1 + ± = 1 . 

Так как \wjk\ = д-1/2, тг = 2V, то 

i 
и, тем самым, 

\\W + H\\p>\\(W + H)ek\\p>\\Weh\\q1^n^''^. 
Поэтому 

1 1 

|1^||р>4-(иж+я11-1)>т(пТ"23Т)-
Это дает хорошую оценку снизу проекционных постоянных, если 1 ^ р < 2, 
Если же р > 2, то заметим, что для любого проектора Р: Zp->- E" сопря­
женный к нему оператор Р': Z£-> Z£ также является проектором и Ker P' = 
= (Im P)-L - Е+. Поэтому ||Р||Р = \\P'\\q > ||1 — Р % — 1, а так как 
1 — Р' — проектор на Е+ в Zn, q <C 2, то, по доказанному выше, 

i i^ i ip>^(^ T " T - i ) - i=4^ T " F "- 3 ) -
Поскольку в проведенных рассуждениях Р был произвольным проек­

тором в Zn, п = 2V, на £+ , р <С 2, или 2?~, р > 2, то тем самым доказано 
1.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть п = 2V и Wv — матрица Уолта (1.4), 

а Е± — подпространства в Zp, 1 ^ /?<! оо, определяемые соотношением (1.6). 
Тогда 

! J--JL 
1{Е+, %)>-%• (п? 2— 1), если 1 < р < 2 , гг 

_i i_ i 
%{Е~, lv\)>-f{n2 *—3), если 2 < р < о о . 

Как объяснено выше в п. 1, из предложения 1.2 вытекает 
1.3. П р е д л о ж е н и е . В Zp, 1 ^ р < оо, и с0 есть недополняемые 

подпространства. 
Действительно, Ер = (Е$)Р не дополняемо в Zp, 1 ^ р < 2, а 2?р = 

= (Еу)р не дополняемо в Zp, 2 < р < оо (и Z?~ в с0). 
4. Новые примеры недополняемых подпространств, возникающие в гар­

моническом анализе, удобнее всего исследовать, пользуясь следующими рас­
суждениями У. Рудина [39]. 
6 Успехи матем. наук, т. X X V I I I , вып. 6 
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1,4. Л е м м а. Пусть в банаховом пространстве X действует (сильно* 
непрерывно) компактная группа G операторов, т. е. 

T(g): Х-+Х, T(gk) = T(g)T(h), 7(1) = lx, 
и Е — инвариантное подпространство. Если Р проектирует X на Е, то 
существует и проектор Р, коммутирующий со всеми T(g), причем \\Р\\ ^ 
^М2\\Р\\, где М = sup {\\T(g)\\: g 6 G}. В частности, если все T{g) — 
изометрии в X, то \\Р\\ ^ ||-Р||^ 

Действительно, положим 

px=[T{g-i)PT(g)xdg, xex, 

где интегрирование ведется по мере Хаара на G. Так как подпространство Е 
инвариантно относительно всех операторов T(g), то для любых у £ Е и g £ G 

PT(g)y = T(g)y, 
так что 

Py=^T(g-i)PT(g)ydg=^T(g-i)T(g)ydg = y, 
G G 

а для любого х £ X 

PT(g)xeE и T(g-i)PT(g)xeE, 
так что Рх £ Е как предел выпуклых комбинаций векторов из Е. 

Итак, Рх 6 Е для любого х £ X ж Ру = у для любого у £ Е, т. е. Р — 
проектор на подпространство Е. При этом 

\\Px\\<\\\T(g-i)\\\\P\\\\T(g)x\\dg<M*\\P\\\\x\\. 
G 

(Заметим, что М < оо в силу принципа равномерной ограниченности [6]у 
гл. II, § 1.) Лемма доказана. 

5. Ее применение особенно успешно в вопросе о недополняемости в том 
случае, когда инвариантный оператор-проектор Р единствен. Например, 
справедлива 

1.5. Л е м м а . Если существует проектор Р: C(S1) ->- А, где А — про­
странство всех голоморфных в открытом единичном круге D1 и непрерывных 
в замкнутом D1 функций, то ограничен и проектор 

_ __ [ zn, n>0, 

" l ^ H n »<0, 
причем | |Р| | < | |Р||. 

Действительно, в CiS1) действует группа S1: Г(ср)/ = /(• — ср); при 
этом А инвариантно. Тогда для проектора 
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1 
2тс 

имеем 
2л 2я 

о о 
если п ^ 0, и 

2я 
~Р<Л^ = __L f e-in(vpn (t + ф) йф, если п < О, 

о 

где /?п 6 -4. По теореме Фейера — Вейерштрасса каждая функция рп равно-
N 

мерно приближается многочленами q(z) = 2 qk%h- Но для любого к ^ О 
о 

2я 
f е-*пФ.е*ь(*+ф)Ар = 0, если ?г < 0. 
о 

Поэтому i V n ' = 0 , /г < 0. Лемма доказана. 
Более общим является следующее утверждение. 
1.5а. Л е м м а (Берман — Марцинкевич). Если конечномерные неприво­

димые представления, содержащиеся в представлении g ->• T(g) \E попарно 
не эквивалентны, то существует не более одного инвариантного проектора 
Р: Х~*~Е, построенного в лемме 1.4. 

Доказательство этой леммы можно найти, например, у И. К. Даугаве-
та [7]. 

6. После лемм 1.4 и 1.5 (1.5а) третьим шагом в доказательстве недопол­
няемости Е служит проверка того, что оператор Р,— единственно возмож­
ный инвариантный проектор, ограниченный, если существует хотя бы какой-
то ограниченный проектор Р: X -+- Е,— на самом деле не ограничен. 

В случае леммы 1.5 такая проверка основана на простом примере: после-
N 

sin nt довательность функций fN(t) = 2 в ^(^1) равномерно ограничена [13], 
1 

N 

гл. 2, § 9, но ее Р-образы У, — e l n t в А не ограничены ({PfN){0) ->• оо). Тем 
п 

1 
самым, 

подпространство А в C{S1) не дополняемо. 
Аналогично (или по соображениям двойственности) устанавливается 

результат Д. Ньюмана [32]: в L^S1) не дополняемо пространство Харди 
оо 

Я1 = {/ 6 L^S1): / ~ 2 fhz\ fh = 0, к < 0}. 
— оо 

Более общим и сложным является следующее утверждение Хельсона 
[46]: в L^S1) подпространство 

оо 

H1
M = {f£Li(S

i); / ~ 2 Д А A = 0, k$M}, 
— оо 

где М — подмножество целых чисел, дополняемо тогда и только тогда, 
когда М состоит из конечного числа арифметических прогрессий. 

6* 
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7. В многомерном случае возможно рассмотрение различных подпро­
странств, аналогичных пространствам Харди. 

Г. М. Хенкин [48], пользуясь описанной выше схемой, показал, что 
в банаховом пространстве C(Sa; T) непрерывных векторных полей на сфере 
Sn подпространство Cv градиентных полей не дополняемо. (Точнее, Cv — 
замыкание в C(Sn; Т) подпространства полей вида grad /, где / £ C°°(Sn).) 

Развитая А. Пелчинским [34] и Г. М. Хенкиным [48] методика позволи­
ла (см. также обзор [25], § 2) на основе изложенных выше фактов о недопол­
няемости конкретных подпространств получать результаты о неизоморфности 
пространства А ([34], [38]) или пространства Ck(M) к раз непрерывно диф­
ференцируемых функций на гладком многообразии М [48] пространству 
С[0, 1]. 

8. Долгое время стоял вопрос о том, ограничен ли в Lp(Rn), n ̂  2, 
р ф 2, проектор Рв\ PBf = {хв(«)7(*Ж, где / 6 С™ {Rn), бесконечно диффе­
ренцируемая функция с компактным носителем, а ~ и ~ обозначает прямое 

1 1 1 1 1 и обратное преобразование Фурье. В случае =- >~- вопрос решается 
\ Р ^ I "^ 

отрицательно [51] просто рассмотрением действия этого оператора, напри­
мер, на функции f0(t) = Хв(^/6); непосредственные вычисления показывают, 
что 

PisfodLp (i?n), если р < гс + 1 ' 

так что Рв неограничен в таких Lp. Но по соображениям двойственности 

llMMMlMMI, y+7^1' 
так что Рв неограничен и в Lp, p > ——- . 

Только в 1971 г. Ч. Фефферманом [43] был решен отрицательно вопрос 
— I 1 1 I 1 о проекторе Рв в Lp(Rn), п ^ 2, при у < «г-, р ф 2. Этот результат, 

как и сама схема доказательства Ч. Феффермана, используются во многих 
работах о (рас)сходимости спектральных разложений. Здесь в соответствии 
с нашей основной темой мы только отметим (вслед за заметкой [28]), что 
справедливо 

1.6. П р е д л о ж е н и е . Пусть V — компакт в Rn, n ^ 2, строго 
выпуклый или ограниченный гладкой поверхностью dV, и Ну обозначает 
подпространство в Lp(Rn), замыкание тех функций из C™(Rn), образы Фурье 
которых равны тождественно нулю вне V. Тогда Ну не дополняемо в Lp(Rn), 
если р Ф 2. 

Аналог леммы 1.5 в случае некомпактной группы сдвигов Rn 

Tt: f{x) -+• f{x -t), t£ Rn, f € Lp(R
n), 

также имеет место (см. лемму 3.1 в [38]). Поэтому из дополняемости Ну 
вытекала бы ограниченность проектора Ру в Lp(Rl), п ^ 2, р Ф 2. Но этот 
оператор не ограничен, как показывают рассуждения Ч. Феффермана, осно-
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ванные лишь на следующем геометрическом свойстве компакта V: суще­
ствует точка z;0 £ dV в. ее окрестность W a dV такие, что в каждой точке 
w 6 W имеется единственная опорная плоскость n{iv) и единичная нормаль 
т(ш) к ней задает непрерывное взаимно однозначное отображение W в S71"1, 
единичную сферу в Rn. 

9. Как и в лемме 1.5, легко показать, что проектор Дирихле 

_ Г zn, Ы < # , 
N ~\ 0, \n\>N, 

в C{S1) является наилучшим для подпространства EN тригонометрических 
многочленов степени ^ Л г , т. е. для любого другого проектора Р: C(S1) ->- EN 

\\PN\\<\\P\\ 

(это теорема Харшиладзе — Лозинского). Поэтому проекционная постоянная 

X(EN; C(5i)) = | | P N | | ~ i - l o g i V 

(по поводу асимптотики нормы оператора Дирихле см. [13], гл. 2, § 12). 
Но есть ли другие (быть может, неинвариантные) проекторы Р: CiS1) ->-

->• EN с той же минимальной нормой П-Р^П? Довольно тонкими рассмотре­
ниями Чени, Хобби, Морис, Шурер и Ульберт показали [30], что проек­
тор PN — единственный проектор Р: C(S1) ->- EN с минимальной нормой. 

10. Проекционные постоянные для многих конечномерных подпро­
странств указаны Грюнбаумом, Рутовицем и Даугаветом [3], [41], [7]. Так 
([411, [7]), _ 

где 

H = {feC(Sn-i): f = %ahxk\Sn-i}. 
1 

1.7. В о п р о с . Интересно было бы найти асимптотику проекционных 
постоянных дискретных пространств Липшица Пр^ а в многомерном случае. 
Точнее, обозначим через Нр^ а пространство функций / периода 1 на решетке 

<2п = { ( - ^ - , . . . , - ^ - ) : kj — целые, 1 < / < и | , 
с нормой 

| | / | l i p > | | = s u p { \f(x)\, ' / ( a ) - / (
t t

y ) l : x, ytQ»\ . 

Оно естественно (см. определение нормы) вкладывается в С где М — Nn + 

+ ±-Nn(Nn - 1). 
В частности, как ведут себя проекционные постоянные ЦНр^ 1; ^ ) , 

где М = (п + l)iVn, а вложение /: Нр^ 1 -»• Z» осуществляется по правилу 

/ - > { ( / ( * ) , N(f(z+jf)-f(x))): zeQ%, 0<XJ<U К / < и } ? 
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11. В п. 6 было доказано, что A(DX) недополняемо в C(S1). Аналогично 
можно показать, что А(ВК) не дополняемо в CiS271'1); здесь 

д* = {* = &, ...,zn)ecn: 1;П^|2<1К 
a A(G) для любой области голоморфности G cz Cn обозначает пространство 
функций, голоморфных внутри G и непрерывных в замыкании G. 

Р1о в случае областей G, не имеющих богатой группы автоморфизмов, 
схема Рудина неприменима. На основе иных соображений Г. М. Хенкиным 
(см. [49]; [25], § 2) был, в частности, разобран случай строго псевдовыпуклых 
областей G, т. е. областей вида G = {z 6 Cn: (p(z) < 0 } , где ф — С°°-веще-

ственная функция, grad ф Ф 0, если ф = 0, и 2 —=~ It h > 0 для 
dztdzj 

любых z и | £ С'\ 
1.8. П р е д л о ж е н и е . Пусть G — с. /г. е. о.; тогда A(G) не дополня­

емо в C(dG). 
В самих пространствах A(G) есть подпространства, дополняемость кото­

рых существенна в других задачах анализа, например, в задаче о деформа­
циях комплексных структур ([9], [19]). Так, со всяким замкнутым подмно­
жеством (подмногообразием) М с : G связывается подпространство 

Ем= {feA(G):f\M\ ^ 0 } . 

А. Пелчинский [33] показал, что в случае G — D1 и М cz S1, mes M = 0, 
это подпространство дополняемо. 

В случае полидиска Dn = {z £ Cn: \ZJ\ < 1, 1 ^ / ^ т г } , как заметил 
А. Дуади [9] подмногообразие вида М = {z (i Dn : h(z) = 0} , где h — функ­
ция, голоморфная в окрестности замыкания Dn, порождает дополняемое 
подпространство Ем, если h Ф 0 на части границы Dn~x X S1. Осталось 
не выясненным, имеет ли место дополняемость Ем лишь при предположении 
о том, что h Ф 0 на шиловской границе S1 X . . . X S1. 

п раз 

Подмногообразие М в G назовем правильным, если М = М [} G, где М — 
подмногообразие в некоторой окрестности U(G) замыкания G, трансвер-
сально пересекающее границу dG. Если G — с. п. в. о. в Спи М — правиль­
ное подмногообразие в G, то Ем дополняемо в A(G) (Г. М. Хенкин [50]). Анало­
гичные положительные результаты получены и в Lp-метриках (см. статью 
[49] и библиографию в ней). 

12. Следует сказать несколько слов о (не)дополняемости подпространств 
в случае линейных топологических пространств, в частности, пространств 
голоморфных функций; подробнее см. [27], предложения 14 и 15а; [29], 
§§4—5. Через 11(G) будем обозначать пространство голоморфных функций 
в области G cz Сп с топологией равномерной сходимости на компактах 
К cz G. Хотя техника анализа таких пространств существенно иная, чем 
в случае банаховых пространств голоморфных функций A(G), основной 
результат о дополняемых подпространствах ([29], теорема 4.2) по форме 

тот же: 
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Если G — с. п. в. о. в Сп и М — правильное подмногообразие в G, то 
подпространство 

/ м = {/e#(G): / |М = 0} 
дополняемо в H(G). 

Также по форме результатам А. Пелчинского [33] о дополняемых под­
пространствах в 1р аналогично следующее 

1.9. П р е д л о ж е н и е . В пространстве H(Dn) любое дополняемое 
подпространство F изоморфно одному из координатных подпространств 

FK = \feH{Dn):f= S / f tz}i...zJt»; /fe = 0, k$K\, 

где К — подмножество 7]\ мультииндексов. Более того, существует авто­
морфизм A: H(Dn) ->• H(Dn) такой, что A \F: F ^> FK — изоморфизм. 

Это — следствие (частный случай) предложения 14 [27]. Было бы интерес­
но выяснить, верен ли аналог предложения 1.9 в случае С°°(5'1) пространства 
всех бесконечно дифференцируемых функций на окружности? Здесь сказы­
вается различие в конечных и бесконечных центрах гильбертовых шкал. 

§ 2. Доказательство теоремы Дворецкого — Линденштраусса — Цафрири 

Перейдем теперь к изложению доказательства следующего утверждения 
2.0. Т е о р е м а . Если в банаховом пространстве X всякое замкнутое 

подпространство дополняемо, то X изоморфно гильбертову пространству. 
Нам понадобится понятие расстояния по Банаху — Мазуру между двумя 

(изоморфными) банаховыми пространствами X и Y: 

d(X, Y) = inf \\Т\\\\Т-*\\, 

где Т пробегает все изоморфизмы Т: X ^-> Y между X и У. Если Х и 7 изо­
метрически изоморфны, то d(X, Y) = 1. Для конечномерных пространств 
верно и обратное. Расстояние по Банаху — Мазуру удовлетворяет мульти­
пликативному неравенству треугольника: d(X, Z) ^ d(X, Y)d(Y, Z). (Под­
счеты расстояния по Банаху — Мазуру для многих конкретных пар конечно­
мерных пространств см. в работе В. И. Гурария, М. И. Кадеца, В. И. Мацае-
ва [5].) 

Доказательство теоремы 2.0 будет опираться на следующие предложения. 
2.1. П р е д л о ж е н и е (теорема А, Дворецкого [10]). Для любых 

г > 0 и натурального п найдется N = N(n, г), обладающее следующим 
свойством: каково бы ни было N-мерное банахово пространство X, в нем 
существует n-мерное подпространство Хи г-изометричное n-мерному евкли­
дову пространству, т. е. d(X, У%) < l?-f- s. 

Это предложение доказано в [10]. Другое доказательство дано В. Д. Миль-
маном [24]; в нем существенно использованы геометрические оценки Т. Фиге-
ля [45]. 

2.2. П р е д л о ж е н и е . Пусть в бесконечномерном банаховом про­
странстве X существует последовательность конечномерных подпространств 
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{Уп}^°, для которых lim k(Yn, X) — оо. Тогда в X есть замкнутое под-
П->оо 

пространство без дополнения. 
Доказательство (принадлежащее Дину, Дэвису и Зингеру [8]) опирается 

на две простые леммы. 
2.3. Л е м м а . Пусть X — бесконечномерное банахово пространствоТ 

и Х\ — его конечномерное подпространство. Для любого г > 0 в X найдется 
подпространство Z конечной коразмерности такое, что 

(*) \\х + я| | ^ (1 — е)||#|| для всех х 6 Х ь z 6 Z. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользовавшись компактностью единичной 
сферы подпространства Х^ выберем на ней конечную е-сеть {xk)f. Для 
каждого xk возьмем опорный линейный функционал fk £ X*, т. е. fk(%k) = 
= ll/fell = ll-̂ fell = 1 (Л = 1, . . ., М). В качестве Z возьмем пересечение ядер 

этих линейных функционалов, т. е. Z = {z 6 X: fk(z) = О, 1 ^ к ^ Af }* 
Проверим выполнение условия (*). Пусть х 6 Xi; выберем в е-сети тот 
элементу , для которого выполнено неравенство \\х — ||#||#&|| ^ &\\х\\- Пусть 
zeZ; тогда \\x + z\\^ \\ \\x\\xk + z\\ - \\х - \\x\\xk\\ >fk(\\x\\xk + z) -
— e ||#|| = (1 — е)||я||. Для завершения доказательства леммы остается заме­
тить, что коразмерность подпространства Z не превосходит М. 

2.4. Л е м м а. Пусть Y и Z — конечномерные подпространства банахо­
ва пространства X, причем Y ZD Z, dim У = n, dim Z = т. Тогда 

(2.1) A(Z, X) + l>-K{Y'X) + i 

-m) + l 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем 8 > 0 и выберем проектор Р: X -*- z 

так, что | |Р | | < X(Z, X) + е; положим Z± = Ker Р . По лемме Ауэрбаха (0.2) 
в пространстве Z^ существует проектор Q на подпространство Z2 = Zv f) Уг 

норма которого не превосходит (/г — яг). Построим теперь оператор i?: 
X ->- У, действующий по формуле 

/ t a = (2(1 — Р) ж + Рх, х б X. 

Нетрудно убедиться в том, что R проектирует X на У; при этом ||Д|| ^С 
^ Н(?11(1 + 11̂ 11) + 11̂ 11» откуда вытекает, что 

K(Z, Х) + е+1^\\Р\\ + 1> | | Q | j + 1 - > ( „ _ m ) + 1 • 

Так как е сколь угодно мало, то мы получаем неравенство (2.1). 
З а м е ч а н и е . Если в проведенных рассуждениях вместо леммы 

Ауэрбаха воспользоваться более сильным результатом Кадеца — Снобара 
[14] (см. выше неравенство (0.1)), то мы придем к оценке 

у п — т-\- \ 

Для дальнейшего достаточно более элементарной оценки (2.1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.2. Пусть Z cz X — 

какое-то подпространство конечной коразмерности. Рассмотрим последова­
тельность подпространств Yt f) Z (i = 1, 2, . . .), где Yt — подпространствау 
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фигурирующие в условии предложения 2.2. Так как по лемме Ауэрбаха 
ЦУ, X) < dim Y, но ЦУг, X) -> оо, то dim 7г- -> оо, а поскольку 
dim (Yt П Z) > dim Yt — codim Z, то и dim(Yj f| Z) ->• оо. По лемме 2.4 

так что ЦУ г П Z, X) ->• оо. 
После сделанных замечаний приступим к построению недополняемого 

подпространства Е а X. Зафиксируем с, 0 < 8 < 1, возьмем первое из под­
пространств {Yt} и обозначим его через Ег. По лемме 2.3 найдем подпро­
странство Е1 конечной коразмерности такое, что \\х -\- w\\ ^ (1 — s)| |#| | Д л я 

всех х 6 Ei и w 6 £х- В силу сделанных выше замечаний можно выбрать под­
пространство Yni со столь большим индексом, что Х{Е2, X) ^ 2, где Е2 = 
= Ущ П ^ Натянув линейную оболочку на (непересекающиеся) подпро­
странства Ei и Z?2, найдем (по лемме 2.3) подпространство Е2 cz 2?1, имеющее 
конечную коразмерность, и такое, что \\х + ш|| ^ (1 — б)||о;|| для всех 

х £ Ei + ^2 и w 6 £"2- Выберем далее подпространство УП2 так, чтобы выпол­
нялось неравенство %(Е3, X) ^ 3, где Е3 = Yn2 (] Е2. 

Продолжая описанную процедуру выбора, мы получим последователь­
ность конечномерных подпространств {Ek}T и убывающую последователь­
ность {Z?k}i° подпространств конечной коразмерности, удовлетворяющие 
следующим условиям: 

(2.2) K(Eh, X) > к; Еп cz E\ n > ft; 

\\х + w\\ > ( 1 — е)| |я| | для всех х £ Et + Е2 + . . . + Ek и w £ Ek (ft = 
= 1, 2, . . .). 

Подпространство Е cz X определим как замыкание линейной оболочки 
подпространств Ek. Из последнего неравенства в (2.2) вытекает, что норма 

проектора Pk, отображающего Е на Е^ -\- . . . -\- Ek вдоль остальных Еп 

(п > ft), допускает оценку | | P f e | | . ^ ( l — е) - 1 . Предположим, что Е имеет 
дополнение в X, т. е. существует проектор Q: X ->• Е. Построим оператор 
•Rfe = (1 — Ph-\)PhQ\ это проектор, отображающий X на Z?fe. Очевидно, 

2 g 
что \\Rk\\ ^ M _ v-2' | |91| при всех /с, но это противоречит первому из неравенств 
в (2.2). Поэтому построенное нами подпространство Е не имеет дополнения в X . 

2.5. П р е д л о ж е н и е . Пусть в бесконечномерном банаховом про-
странстве X все конечномерные подпространства равномерно близки к евкли­
довым пространствам соответствующей размерности, т. е. 

d(B, Z £ ) < K < o o , BczX, dimB = n (га = 1, 2, . . . ) , 

где К — постоянная, от В не зависящая. Тогда X изоморфно гильбертову 
пространству. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала предположим, что X сепарабельно. 
Выделим в X возрастающую цепочку конечномерных подпространств так, что 

Xt cz X2 cz . . . , dim Xn = п, (J Xn = X. 
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По условию в каждом из подпространств Хп можно определить евклидову 
норму \\х\\п так, что | |я| | ^ \\х\\п ^ К\\х\\ для всех х £ Хп. Поэтому на еди­
ничном шаре Sm пространства Хт функции-нормы \\х\\п, п ^ т, равномерно 
ограничены и равностепенно непрерывны, так что для любого т можно выб­
рать подпоследовательность {п™} такую, что существует lim \\x\\ m для 

•7 i->oo nj 

всех х 6 Хт. Применяя диагональный процесс, мы сможем выбрать под­
последовательность \\х\|п., сходящуюся на всех элементах х £ (J Хт; поло­
жим тогда 

||| s ||| = lim || х\\п хе[)Хт. 

При этом очевидно, что 

||*|| < \\\х\\\ < К\\х\\, х£ U Хт, 

и новая норма является гильбертовой. Остается распространить ее по непре­
рывности на все пространство X, 

Для несепарабельных X предложение доказывается аналогично с исполь­
зованием трансфинитной индукции. 

Это предложение, по существу, доказано И. Линденштрауссом [20]; см. 
также [И] и [12]. 

Теперь можно перейти к доказательству теоремы 2.0. Мы выделим всю 
техническую часть в лемму 2.6 ниже, а основное неравенство (2.4), имеющее 
самостоятельное значение,— в предложение 2.7. После этого доказательство 
теоремы сведется к цепочке простых импликаций. 

2.6. Л е м м а. Пусть G — 2п-мерное банахово пространство, и G = 

= В + С, dim В = dim С = п. Пусть Р проектирует G на В вдоль С, 
Q = 1 — Р, \\Р\\ = р, \\Q\\ = q. Пусть Т\В-+Ц и S:C-+% — изоморфиз­
мы, реализующие расстояния Банаха — Мазура\ положим Ъ = \\Т\\»\\Т~г\\, 
с = l^ll- US"1!!. Пусть D = {х + S^Tx: х 6 В} с= G, и г = ЦП, G). 

Тогда 
(2.3) Ъ < Apqcr2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть R — проектор из G на D, реализую­
щий проекционную постоянную, т. е. ||i?|| = г. Представим 2?г-мерное евкли­
дово пространство / |п в виде ортогональной суммы двух 7г-мерных компонент: 
12

2
п — I™ © Щ и отобразим в него подпространство В с помощью отображе­

ния Г, определяемого по формуле 

Тх = {Тх; \x4*SQRx}, x£B, 

где параметр \х будет выбран в дальнейшем. Тогда 

\\fz\\ = (\\Tx\f + rUSQRxW* < (||Г||2 + I1II5HV8)1/»- IMI-

Для оценки нормы \\Тх\\ снизу воспользуемся легко проверяемым тождеством 

Тх = SQRx + TPRS~xTx, x 6 В. 

file:////Tx/f
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С его помощью получаем неравенство 

|| f я || = (|| Тх ||2 + и, || Тх - TPRS^Tx | |2)1 / 2 > ^ 
> \ црд5-1 | |2 + Mr- l ip н * - ^ * 7 ж 11 ; • 

Тогда по неравенству Коши — Буняковского 
^ 1 | Р ^ - 1 ^ | | + | | ^ - Р ^ - 1 ^ | | ^ 

(|| PRS-i IP + ji-i || Г-1 | | 2 ) 1 / 2 (/>2г2 || 5-1 Ip + r 1 || Г-1 | | 2 ) 1 / 2 ' 

Последнее соотношение показывает, что отображение Г инъективно и, зна­
чит, осуществляет изоморфизм между В и ТВ cz Z|n, подпространством 
в Z^- Нормы этого изоморфизма и обратного к нему допускают, как мы 
показали выше, оценку 

ПЛ1 < (НЛ12 + nllS|IW1/8, П^Н < (A2 lis-1 II2 + r1!^"1!!2)172-
Так как любое подпространство евклидова пространства также является 
евклидовым, то 

b = d(B, %)<\\T\\.\\T-i\\<. 
< { ({^) 2 ( p r c ) 2 -Klnr) 2 ( 9 r b ) 2 + f l ( w r 2 c ) 2 +y b 2 } 1 / 2 -

Минимизируя правую часть этого соотношения по переменным ||Г||/ | |*5|| 
и |л, получаем: Ъ ̂  2r(pqbc)1/2, откуда и следует неравенство (2.3). 

2.7. П р е д л о ж е н и е . Для любого бесконечномерного банахова про­
странства X и любого натурального п справедливо неравенство 

(2.4) sup d {В, Z£) < 8 [sup X (В, X)]2, 
в в 

где в обеих частях В пробегает все n-мерные подпространства в X. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем n-мерное подпространство В cz 

cz X. На основании леммы 2.1 выделим в X конечномерное подпространство 
Y так, чтобы выполнялось неравенство 

(2.5) ||я + 0 | 1 > ( 1 - е)||я|| для всех х 6 5 , у £ Y, 

и тем самым неравенство 

(2.5а) || х + У || > у (4 - 8) II У И Д л я в с е х х £ Б> 2/ € Г . 

Размерность Y возьмем настолько большой, чтобы в Y согласно предложе­
нию 2.1 можно было выбрать д-мерное подпространство С такое, что d(C, Щ) ^ 

<1 1 + 8. Пусть G = В + С; повторим построения, описанные в лемме 2.3 
и воспользуемся оценкой (2.3). При этом в силу неравенств (2.5), (2.5а) 

р ^ (1 — г) - 1 , q ^ 2(1 — е)~\ и с < 1 + 8 по выбору С; поэтому 
d(B, /7

2
г)<4- ( 1 - е ) " 1 - 2 ( 1 - е ) " 1 . (1 + е). X2{D, X). 

Если теперь в обеих частях этого неравенства взять верхнюю грань по всем 
тг-мерным подпространствам (В и D) в X, а затем устремить е к нулю, то мы 
получим неравенство (2.4). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2.0. Предположим, что в беско­
нечномерном банаховом пространстве X всякое замкнутое подпространство 
имеет дополнение. Тогда в силу предложения 2.2 для всех конечномерных 
подпространств справедлива оценка 

ЦВ, Х)^ К <оо, ВаХ, d i m £ < o o , 

где К — постоянная, от В не зависящая. Тогда в силу предложения 2.7 
все конечномерные подпространства равномерно близки к евклидовым 
пространствам соответствующей размерности, точнее, 

(2.6) d(B, Z*)<8tf2, 5 c l , dimB = n (w = l , 2, . . . ) . 

Наконец, из предложения 2.5 вытекает, что X изоморфно гильбертову про­
странству. Теорема полностью доказана. 

З а м е ч а н и е . Интересно выяснить, можно ли в неравенстве (2.3) 
(и (2.4)) коэффициент 4 (8) заменить на единицу. Положительное решение 
этого вопроса давало бы, в частности, доказательство известной теоремы 
Какутани [15]: если в банаховом пространстве Z , dim X ^ 3, всякое замкну­
тое подпространство имеет ортогональное дополнение, то X изометрически 
изоморфно гильбертову пространству. 
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