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Пусть задана ограниченная функция / из отрезка [0; 1] 
в банахово пространство X, и пусть задано разбиение 
отрезка точками ак и Ьк: 

0 = а± < Ъ1 = а2 < Ь2 = ... < bN = 1. 

В каждом отрезке (о,-, 7̂•) выберем точку Xj. Римановой 
суммой Of (Г, {XJ}), соответствующей данной функции /, 
данному разбиению Г и данному набору {#/}, называется 
вектор из X, равный 2JX f(xj) Aj» гДе &j = ^з — аз-
Будем говорить, что разбиение Г мельче, чем 8, если при 
любом ; A j < е. Точка у ЕЕ X называется предельной точ­
кой римановых сумм функции /, если для любого е ^> 0 
найдется разбиение Г более мелкое, чем 8, и такой выбор 
точек {#/}, что || Of (Г, {#/}) — у || <^ 8. Множество всех 
предельных точек римановых сумм функции / обозначим 
символом J (/). Если X — вещественная ось, то J (/) — 
это отрезок, соединяющий верхний и нижний интегралы 
Римана функции /. Как доказано в работе [1], если X — 
конечномерное пространство, или X — гильбертово про­
странство, то / (/) — выпуклое множество. 

Цель настоящей статьи — это, во-первых, распростра­
нить результат работы [1] на 5-выпуклые банаховы про­
странства и, во-вторых, привести пример ограниченной 
функции g из отрезка [0, 1] в пространство 1г такой, что 
С/ (g) — не выпуклое множество. 
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Будем говорить, что банахово пространство Y имеет 
тип р с константой С, если для любого набора векторов 
Уъ Уъ,- • •> Уп е F найдется набор чисел 1Ъ g2,. . ., £п = 
= ± 1 такой, что 

l5SL^r<csLi№ip-
Банахово пространство называется 5-выпуклым, если оно 
имеет тип р ^> 1. 5-выпуклыми являются, например, все 
пространства Lv при 1 <С р <С.оо. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть пространство Банаха Y имеет 
тип р^> 1 с константой С. Пусть функция/: [0; 1] ->• У 
такова, что для любого х из области определения \\ f (x) || <^ 
<^ к < оо. Тогда С/ (/) — выпуклое множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть у{ и у2 принадлежат 
J (/). Докажем, что (уг + i/2)/2 e J (/). Зададимся некото­
рым N > 1. Выберем такие разбиения 1\ и Г2, более мел­
кие, чем 2~2N, и такие наборы точек {х\} и {#|}, что 
|| а, (Г1Э {х\}) - уг | | < 2"* и || а / (г2, {4}) - у, | | < 2~* 
Обозначим через у{ (1 < ; < 2^) кусок суммы Gf (1\, 
{4}), соответствующий отрезкам, правые концы которых 
меньше, чем j/2N, а левые — больше, чем (/ — 1)/2^. 
Тогда 

Аналогично введем векторы у{. Для них выполняется 
неравенство 

|£ ;
2

=1^-<*(г2,{4})|<^. 

Пусть {̂ }i — такой набор знаков, что 

BVV* yj-yjt f / л Г 2 ^ 11 yj-yjf^ 

< C У, V 2^+1 У — 2^.2^"1)iV * 

Построим такое разбиение Г3, более мелкое, чем 2"-^, 
и так выберем точки {#&}, что если £7- = + 1 , то на отрез­
ке ((/ — 1)/2N; /72^) разбиение Г3 совпадает с Гх и х\ 
совпадают с хх

т, а если \$ — — 1, то на этом отрезке Г3 
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и {xl} совпадают с f2 и {х\} соответственно. Тогда] полу­
чим, что 

ч 

^ к _i_ I I V ^ ? yi-yi l^ Ь , 
^ 2iV i- [ 2 ^ ^ 2 1 ^ 2N "f" 2P.2(P-i)^ J 

Следовательно, 

| к ( г 3 , { 4 } ) - ^ - • 3 / 2 
<^1у-+2 -^Г 

c/cJ 

2^.2(р- i)N j 
l /p 

Правая часть последнего неравенства стремится к нулю 
при N ->оо. Следовательно, (ух + l/2)/2 Ег J (/). Из 
этого и из замкнутости J (/) следует, что J (/) — выпук­
лое множество. Теорема доказана. 

Теперь приступим к конструкции функции с невыпук­
лой областью предельных точек римановых сумм. Зафик­
сируем е = 1СГ6; введем в рассмотрение определенную 
на всей оси функцию W (t) — расстояние от t до бли­
жайшей целой точки. На отрезке [0, 1] выделим два 
счетных семейства точек: Т1— LC=i ^ и Г 2 = L C ^ i ^ 
Tj

n = {йл} (j = 1, 2; 1 < к < 2П), где Рп - это мно­
жество лежащих на отрезке [0, 1] корней уравнения 

Заметим, что все множества li попарно не пересекаются* 
Обозначим через е (1), е (2) . . ., орты канонического 
базиса пространства Zx и определим искомую функцию 
g (t) из [0, 1] в 1г следующим образом: 

е(1) при t^T1^ Г2, 

в (2) + [е (2м + 2к)—±г £ ^ е (2 П + 1 + 2V>] 

(t) = \ при t= t\t &, 

e(3) + [e(2n+1 + Ik- 1) - jnYj]j(2П+1+2^1)] 

При t= tnik. 
ТЕОРЕМА 2. / (g) — не выпуклое множество. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если в качестве разбие­
ния Г взять разбиение отрезка [0; 1] на 2п равных отрез­
ков, а в качестве точек хк взять tntu, то 

п 

og (Г, {xj}) = ± £ [е (2) + е (2"+1 + 2;) -

- 7 r Z t L 1
e ( 2 n + 1 + 2 ° l = e ( 2 ) -

Следовательно, е (2) ЕЕ У (g). Аналогично е (3) Е: 3 {g). 
Но, как мы сейчас покажем, [е (2) + е (3)]/2 £=£ J (g). 
В самом деле, пусть для некоторого разбиения Г и неко­
торого выбора {XJ} 

е(2) + е(3) 
К (г, {*,.»• < е2 

Представим og (Г, {хк}) = 2g (^) ДЛ в виде 

Х г Ы А* + 22 £ Ы л* + 25s £ (**) А*» 
где в первую сумму собраны те элементы, у которых 
хк е Г1, во вторую — те, где хк Е Г2, а в сумму 2 3 — 
те элементы, где хк ^ Т1 (J T2. Получаем, что 

е (2) + е (3) 
8 2 > ММ**» 

2 

= 1 V, «r(**)Aj + 
- V] £ Ы A J + IФ- - V, g (xk) Ак I. 

L-1X II II ^ Х_2 И 
Следовательно, 23Aft ^ е2; 

«(2) 
2 J ] , £ (хк) &к < е 2 е(3) J ^ g (**) Afc < е 2 . 

Исследуем теперь отдельно сумму 2i» Представим 2 Х
 в 

виде 21 £ Ы АЛ + S i £ (**) Afe + . . . -f 2 " £ fat) Aft, где в 
2', входят такие слагаемые, что .гк 6Е Т\п- Множество тех 
пг, что 2Х Afc ̂  0, обозначим буквой ^4. Тогда 

1 ^ *(**)А* 
е(2) 

£ У,Й[^Ы-^2)]А^ 
пел *—1 
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Следовательно, 

14"-У, Д * |+Е _ |У.П[гЫ-в(2)]Дк|<ея. (1) 
Обозначим через Б множество тех ^ Е 4 , что 

К [*(**)-* (2)] Л* 1> е-2" Л*. 

Из неравенства (1) следует, что ^ n e B 2 i f̂c \ 8- Обозна­
чим через С множество Л \ 5 . Будут выполняться следую­
щие неравенства: 

д*>4— е - е 2 > (2) 2 j n e c 2 j T 2 

IIЯ [* Ы - е(2)] Лк I < е 2С Д* (для всех и е= С). (3) 

Определим Rx (n) как 2п минус число слагаемых в сумме 
21. Функцию Rx (п) будем определять только для п ЕЕ С. 
Неравенство (3) можно переписать в следующей форме: 
для всех п ЕЕ С 

( 4 ) 

Из (4) следует, что для всех п ЕЕ С в сумме 2 г S (хк) ^к 
«задействовано» в качестве хк не меньше чем (1 — г)*2п 

элементов из Тп. 
Теперь вспомним, как устроено множество Тп. Это 

множество состоит из 2п точек отрезка [0, 1], причем спра­
ва и слева от каждой точки вида к/2п~~1 на расстоянии 
4Гпе2|А2 находится точка множества Тп, т. е. каждая 
точка вида /с/2д_1 зажата между двумя точками мно­
жества Тп. 

Пусть пбЕС, т"^>п. Отрезок (ак,Ьк) из 2^ будем на-
, если найдутся две 

точки хг и x-j из 2^ такие, что xr <^ак <̂  bk < ^ - ; \\xr — 
— Xj || = 2-4~п-е2-]/~2. Суммарная длина отрезков из23 т > п ' 
'Ъх > зажатых между точками хк из 2 v l ie превышает 2 • 
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•4 п -8 2 -у2 = 2 пг21/"2. Значит, суммарная длина всех «за­
жатых» отрезков меньше, чем 2,.пеС2"пе2т/"2^<282. Объеди­
ним для всех пЕЕС все не зажатые отрезки из ^ в сумму, 
которую мы обозначим символом ^ п- Так как суммарная 
длина отрезков, принадлежащих SnsEC 2*i» н о н е принад­
лежащих 2 / п е С 2 1 п» не превосходит 2s2, то из (1) полу­
чим, что 

SLc I А и iS Ы - е (2)]А* I < We2, (5) 
а из (2) получим, что 

Е Е Л*>^- -е -еЗ -2еЗ . (6) 

Обозначим через Сг множество тех п ЕЕ С, что 
| | Д , „ ^ Ы - е ( 2 ) ] А , | к е 3 1 п Д , . (7) 

Так же, как из (1), мы получили (2), из (5) и (6) мы полу­
чаем следующее неравенство: 

Е Е Ai>-r-«.e. 3 - е 2 

Определим R2 (п) к&к 2П минус число слагаемых в сумме 
2i , n . Расписав неравенство (7) так же, как мы раньше 
расписали неравенство (3), получаем, что для всех п ЕЕСг 

i ? 2 ( rc )<e .2 n , (8) 
Через N обозначим max {п: п £= Сг}. Докажем, что 
сумма 2i#(#fr) А/с практически равна сумме 2д, ivg (#*)Д*« 

Пусть п <^N, n (= Сг. Между точками из 2л, п зажа­
то не меньше чем 2п (1 — 2е) точек из TN. Так как все 
«зажатые» отрезки были удалены из ]?i, iv> то /?2 (Л0]!> 
;> 2П (1 — 2е). Тогда из (8) получаем, что 

2N-^w>2n. (9) 

Разобьем 2 n e C l 4 W 2'j, n Aj на две суммы: 2 и 2 . В 2 
объединим «маленькие» отрезки (такие, что Aj<^ я_2 ) » 

а в 2J —оставшиеся (т. е. «большие»). Из (9) получим, 
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чтО 

Z'^<L_„X,..^<2''^^<10s-
(10) 

Каждый отрезок длины Aj из 212 накрывает не меньше 

чем Д г2*~4 точек из Т]<. Значит, Д2 (п) > - 1 - 2N JJ8 Aj. 

Тогда из (8) получаем, что 21 Aj<C2e. Из этого и из (10) 

получается, что 21 Д; + 21 Aj<C 12е. Следовательно, 2J2 jy* 
• Aj > -g ЗОе. Т. е. 21 практически равна сумме 21 

Аналогично можно ввести суммы 22, п и точно так же 
получить, что 2 2 почти равна сумме 22, м- Пусть N ^> М. 
Аналогично вышеприведенным рассуждениям получаем, 
что 

2 - < - r b ? 2 w - £ f А 1 <12е . 

Противоречие. Следовательно, [е (2) 4- е (3)]/2 ф. £f (g). 
Теорема доказана. 

Ростовский инженерно- Поступило 
строительный институт 8.11.1983 
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