
о связи между сильной и скалярной почти периодичностью 75 

Для доказательства теоремы В заметим, что из теоремы деления следует, что 
при Xk-i > Xk > Xk-\-i у (n, А)-частицы при делении вероятность увеличения 
Xk равна pk = q~^^^ — q~^. Теорема А же говорит о том, что Xk-i, А/̂ , A/̂ +i 
концентрируются с большой вероятностью вокруг Pk-i > Рк > Pk+i соот
ветственно, поэтому вероятность «патологических» (п, А)-частиц с Х^-г = Х^ 
или Xk = Xk-\-i мала. Таким образом, при делении Х^ ведет себя почти так 
же, как при прибавлении независимой бернуллиевской случайной величины ^ с 
Р{^ = 1} = Ркч Р{^ = 0} = 1 — р/г, т.е. распределение (п, А)-частиц по Xk 
близко к (п,^/^)-биномиальному: 

откуда с помощью центральной предельной теоремы получаем теорему В. 
Автор рад возможности поблагодарить А. А. Кириллова за постановку задачи 

и внимание к работе, а также С В . Керова и Г. И. Ольшанского за внимание, 
полезные обсуждения и поддержку. 
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Начнем с определения понятий, фигурирующих в заглавии. 
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1. Ограниченная непрерывная функция / ( t ) , определенная на 

числовой оси М и принимающая значения в банаховом пространстве X, назы
вается (сильно) почти периодической (в дальнейшем п.п.), если множество ее 
сдвигов f(t-\-r)^ г ^ М.^ относительно компактно в равномерной метрике. При 
X = С получаем (бохнеровское) определение п.п. функции Бора. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 2. Функция / : М ^ X называется скаллрно п.п.^ если для 
любого линейного функционала х* G X* скалярная функция (х*, f{t)) есть и.п. 
функция Бора. Иногда скалярно п.п. функцию называют слабо п.п., но при этом 
возможно смешение со слабо п.п. функциями в смысле Эберляйна. 

^Эта работа выполнена при поддерж:ке Американского математического общества. 
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Каждая п.п. функция со значениями в X является скалярно и.п. Обратное 
верно в том и только том случае, когда X обладает свойством Шура (совпадение 
слабой и сильной сходимости последовательностей). 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 3. Однопараметрическая сильно непрерывная группа линей
ных непрерывных операторов T{t) (t G М, T(t i + ^2) = T{ti)T{t2), Т(0) = / ) , 
действующая в банаховом пространстве X , называется {сильно) п.п.^ если для 
любого X G X функция T{t) х со значениями в X является п.п. Группа T{t) на
зывается скалярно п.п.^ если для любых х G X и х* G X* скалярная функция 
(х*, T(t) х) есть п.п. функция Бора. 

Вообще говоря, приведенные понятия определяются для произвольной тополо
гической группы Go (почти периодические представления группы GQ ^ см. [1]), 
но в этой заметке мы ограничимся случаем GQ = ^ - Одна из причин такого 
ограничения — отсутствие теоремы о счетности спектра скалярно п.п. функции 
на группах, отличных от М (см. [4]). 

Ю. И. Любичу [2] принадлежит следующее утверждение: если X слабо се
квенциально полно, то каэюдал скалярно п.п. группа, действующая в X, 
является п.п. Если эюе X = с {банахово пространство всех сходящихся 
числовых последовательностей), то существует скалярно п.п. группа, не 
являющаяся п.п. Возникает естественный для теории функций со значениями в 
пространствах Банаха вопрос: каков максимальный класс пространств Банаха, 
для которого выполняется позитивная часть утверждения Любича? Настоящая 
заметка дает частичный ответ на этот вопрос. 

Т Е О Р Е М А . Пусть банахово пространство X обладает следующим свой
ством: слабое"^ секвенциальное замыкание каэюдого его сепарабельного под
пространства Y во втором сопряэюенном У** сепарабельно. Тогда каэюдая 
скалярно п.п. группа, действующая в X, является п.п. 

Н А Ч А Л О Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Т Е О Р Е М Ы . Возьмем произвольный элемент 
уо Е X ж образуем скалярно п.п. функцию f{t) = T{t)yo. Обозначим замкну
тую линейную оболочку множества ее значений через Y. Так как множество 
значений скалярно п.п. функции сепарабельно [3], то Y сепарабельно. Слабое* 
секвенциальное замыкание подпространства У в У** обозначим через Е С F** . 
Если компактифицировать числовую ось М с помощью спектра функции f{t), то 
благодаря счетности этого спектра [4] получим пред компактную метрическую 
группу, пополнение G которой будет компактной метрической группой. (Случай 
чисто периодической функции f{t), когда М при компактификации превраща
ется в окружность, никаких дополнительных затруднений не создает.) Функция 
f{t) после доопределения на G окажется слабо* непрерывной функцией со значе
ниями в Е. Теорема будет доказана, если мы установим сильную непрерывность 
доопределенной функции. Так как рассматриваемая функция порождена группой 
T{t), то достаточно доказать ее сильную непрерывность хотя бы в одной точке 
to Е G (мы сохраняем для доопределенной функции обозначение f{t)). 

Для завершения доказательства теоремы нам потребуется некоторое утвер
ждение о специальных эквивалентных нормах в сепарабельных пространствах 
Банаха. Пусть Е — сепарабельное пространство Банаха, а Г — замкнутое 
линейное подпространство сопряженного пространства £̂ * . С помощью Г опре
делим на Е полунорму р{е) = sup{|(e*,e) | : е* G Г, ||е*|| ^ 1} . Характери
стика Диксмье подпространства Г определяется так: г (Г) = inf {р(е) : е Е Е^ 
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||е|| = 1} . Подпространство Г называется нормирующим^ если г(Г) > 0; оно 
называется 1-нормирующим^ если г(Г) = 1. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 4. Пусть Е — банахово пространство, а Г — подпростран
ство из £̂ * . Говорят, что Е обладает свойством Н{Т), если выполняются два 
условия: (Ki) если (е*,е^) -^ (е*,е) для всех е* G Г, то liminf ||е^|| ^ | |е| |; 
(К2) если, кроме того ||е^|| -^ | |е| | , то ||е^ — е|| ^ 0 . 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1. Пусть Е — сепарабелъное банахово пространство и 
Г с £̂ * — нормирующее подпространство. Тогда на Е существует эквива
лентная норма со свойством Н{Т), относительно которой Г будет 1 -нор
мирующим. 

Это некоторое усиление известной теоремы об эквивалентных нормах со свой
ством Н(Т) (см., например, [5, с. 176-184]). Предложение 1 позволяет доказать 
следующее утверждение, необходимое для завершения доказательства теоремы. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 2. Пусть Е — сепарабельное банахово пространство^ 
Г с £̂ * — нормирующее подпространство и G — метрический компакт. 
Пусть f: G ^ Е есть Г-слабо непрерывная функция. Тогда найдется точка 
to G G; 6 которой функция f{t) сильно непрерывна. 

З А В Е Р Ш Е Н И Е Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А Т Е О Р Е М Ы . М Ы имеем сепарабельное бана
хово пространство Y и его слабое* секвенциальное замыкание в У**, обозна
ченное через Е., которое сепарабельно по условию теоремы. В качестве норми
рующего подпространства Г возьмем образ У* при его естественном вложении 
в £^*. В начале доказательства мы имели слабо* непрерывную функцию f{t), 
определенную на метрическом компакте G и принимающую значения в сенара-
бельном подпространстве Е С У** . Можно сказать иначе: мы имеем Г-слабо не
прерывную функцию на G, принимающую значения в сенарабельном простран
стве Е. Таким образом, мы оказываемся в условиях предложения 2, что дает 
существование хотя бы одной точки сильной непрерывности функции / ( t ) . Со
гласно сделанному ранее замечанию о природе функции / ( t ) , она оказывается 
сильно непрерывной на G, что и доказывает теорему. 

Возможно также рассмотреть задачу о совпадении сильной и скалярной по
чти периодичности представлений групп для произвольных пространств Банаха. 
Вот один из таких результатов [6]: В любом банаховом пространстве пред
ставление, являющееся одновременно скалярно и слабо {по Эберляйну) п.п., 
является почти периодическим. 
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