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ЗАМЕЧАНИЕ О РАСТВОРЕ ПОДПРОСТРАНСТВ 

М. и. К а д е ц 

Пусть С и Н — подпространства банахова пространства X. В качестве меры их 
удаления друг^от друга введено понятие раствора 9 (О, Н) (см. [1], [2]) и некоторые его 
модификации 9 (С, Н) (см. [3]) и 9 (С̂ , Н) (см. [4]). Последняя модификация в некоторых 
отношениях является наиболее удачной. Она определяется формулой 

е (6?, Я) = шах {зир р (^, Б^); зир р (Н, В^)}, (1) 

где ^ и /I пробегают единичные шары В^^1 В-^ соответствуюп1;их пространств. Раствор 
9 (как и 9) является метрикой на множестве всех подпространств. Если Сж Н конечно­
мерны и имеют различную размерность, то 0 (О, Я) = 9 (С̂ , Я) = 1. Все три определе­
ния раствора .эквивалентны — они порождают одну и ту же топологию на множестве 
всех подпространств. 

В некоторых случаях малость раствора влечет изоморфизм подпространств ([2], 
теорема 1.2; [4], теорема 4). Мы покажем, что в общем случае это не так. Более точно, 
будет построено банахово пространство Р, подпространство Н С1 Р, изометричное /д» 
и последовательность подпространства СпС1Ру изометричных / (р^/'2), такая, 
что 9 (Оп'^ Н) —> О (хотя пространства 1р попарно не изоморфны). 

Зафиксируем р ^ (1, 2) и определим нелинейные операторы А ж В, действующие 
из 2̂ в /р и ^^ соответственно (р"^ + ^"^ = 1): если х = {х1} е 2̂» то 

АХ = {\Х.\^^^^8ЩПХ.}, ВХ ^{\Х.\^'^^8Щ11Х.}. (2) 

Эти операторы осуществляют гомеоморфизм между единичными сферами пространств 
/з, /р и ^^. Определим банахово пространство Рх, как прямое произведение пространств 
1р ж /д» наделенное нормой 

||(^, Л)|| = 8ир|<^, Б|/> + <Л, ^> | (§^и к^к, 2 /е /2; у^к\ 112/1И1). (3) 
V 

(Символом <и, г'> мы обозначаем значение линейного функционала ?; на элементе и,) 
Нетрудно видеть, что выражение (3) действительно является нормой, относительно ко­
торой Р^ — банахово пространство, и что подпространства 6̂ ^ и Н±^ образованные эле­
ментами вида (§, 0) и (О, Ь), изометричны пространствам 1р ж 1^. 

Оценим раствор между подпространствами 6̂ 1 и Я^. Непосредственно из опреде­
лений следует 
е {Ои ЯО < 8ирII {Ах, 0 ) - (О, х) \\ = зир||(Ло:, - :г) Ц = 

X X 

= зир I <Ах, Вуу - {X, У) 1 (:г, 2/ е к. \\х\\ = \\у\\ = 1). (4) 
X, у 

Таким образом, нам предстоит оценить сверху выражение 

Л = I <Ах, Вуу - <:г, 2/> I = I 2 I ^1 Г-81^па:.-| у. Р^^-зх^п^/^ - х.у^ (5) 

Заметив, что достаточно рассматривать элементы хжу лишь с неотрицательными коор­
динатами, перепишем (5) в виде 

г 
С помощью формулы Лагранжа, а затем неравенства Коши получаем 

^ < 2 ^1^г'"^« И1ах {х^-^, 2/М}. I о:. - у.'I - 8. 2 т а х {хЩ'^, х.)-\х^-у.\^ 
г г 

< 8 2 т а х { а : . , у^)Лх^--у^\^ г^(х^-\~у^)^\х1-у1\^г\\х+ у\\'\\х-у\\^2г. (7) 
I г 

Таким образом, раствор между подпространствами С^ и Н^ не превосходит 
28 = 2 (2 — р) р"^. Если взять р >• 4/3, то получим пример двух неизоморфных подпро­
странств, раствор между которыми меньше, чем единица. 
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Построим теперь пространство Р. Зададимся последовательностью 
1 < Р 1 < Р 2 < . . . , Мтр^=^2, (8) 

для каждого р^ построим, как это было сделано выше, пространство Р^^ и выделим в 
нем подпространства 6̂ ^ и Я^. Установим изометрические соответствия Т^^ : Н^^ —* /з 
между подпространствами Н^^ и пространством /д- Образуем произведение Е = 
= {Р1ХР2 X . . . };; выделим в нем подпространство Е^, образованное последовательно­
стями к = {/̂ 1, /гз, ...} {Iг^^^ Е: Н^ а Рп)^ подчиненными условию 2 Т^^^1^^ — 0. ПОЛОЖИМ 
Р = Е|Е^. Непосредственно проверяется, что Р содержит изометричные образы про­
странств Р^^ (обозначим их снова через Р^) и что все подпространства Я^ «склеиваются» 
в Р в одно подпространство Я, изометричное /д (ср. [5], лемма о совмещении вложений). 
Ясно, что пространство Р обладает требуемыми свойствами: оно содержит последова­
тельность попарно не изоморфных подпространств б̂ г̂» сходящуюся в смысле раствора 
к подпространству Я. 

В дополнение к оценке (7) заметим, что в любом объемлющем пространстве ра-
<:твор между подпространствами 6̂  и Я , изометричными соответственно 1р и /з {р < 2), 
ограничен снизу: 

е(С, Я ) > ^ ( ^ 1 - / 2 ) . (9) 

Действительно, выделим в О координатные орты е^ и ^з- Возьмем в единичном шаре 
подпространства Я ближайшие к ним элементы х и у: 

! ! ( ^ - б 1 К е ( ( ? , я ) , II у - 62 к е (С, Я) , ц ^ К ! , ц ^ / К ! . (Ю) 

•Оценим II :г: + 2/ II и I а; — 2/1|: 

| 1 ^ ± ? / | | > 1 к 1 ± ^ 2 | | - | | : г - е 1 [ 1 - | | | / - е 2 | | > г ^ - 2 ё ( С ? , Я ) . (11) 

Последние неравенства в соединении с тождеством параллелограмма дают 

2(^-2-29(С, Я))Ч||^ + 2/1Р+1к:-г/1Р = 2(1к|Р + ||г/|р)<4, 
откуда и получается (9). 

Проведенные построения, по-видимому, оправдывают введение следующих по­
нятий. Пусть X и У — произвольные банаховы пространства. Мерой их близости 
р^ (X, У) (р^ (X, У)) назовем число 

р. (X, У) = ы ш е (ях, уу) (I - о, 1), 
^ Е и,у 

где Е пробегает всевозможные банаховы пространства, содержащие подпространства, 
изометричные (изоморфные) X я У, з^ II ш V — всевозможные изометрические (изоморф­
ные) вложения X ж У в Е. 
Харьковский институт инженеров Поступило в редакцию 

коммунального строительства 16 августа 1974 г. 
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