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ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ПРОСТРАНСТВЕ БАНАХА 

М. И. К а д е ц 
Функция x{t) (— ос <^t<^oG)co значениями в банаховом пространстве Е 

называется (сильно) почти периодической, если множество ее сдвигов 
_Хх(О ^ x{t + х) относительно компактно в метрике р(х, у) = sup || х(/) — у{Щ. 

Большая часть предложений о числовых почти периодических функциях 
переносится на абстрактные функции [1], [2]. Одним из исключений является 
теорема об интегрировании или теорема Боля — Бора (см. [3], стр. 29): если 
неопределенный интеграл числовой почти периодической функции ограничен, 
то он также есть почту периодическая функция. 

Будем говорить, что банахово пространство Е обладает свойством 
Боля—Бора, если для каждой почти периодической функции x(t) со значе­
ниями в Е ограниченность интеграла 

Х(0=5^{Л)^Т1 (1) 
о 

влечет его почти периодршность. 
Известно, что пространство с (всех сходящихся числовых последователь­

ностей) не обладает свойством Боля—Бора [2]. Приведем соответствующий 
пример: 

x ( 0 = | - c o s A " . (2) 

Интеграл этой функции X(^) = {sin-^[ —ограниченная, но не почти 
Z J 1 

.периодическая функция. Очевидно, свойством Боля — Бора не обладает 
никакое пространство, содержащее подпространство, изоморфное с. 
В работах [2] и [4] свойство Боля — Бора было установлено для некото­
рых классов банаховых пространств. Окончательное решение вопроса 
дает высказанная в [4] в виде гипотезы 

Т е о р е м а 1. Банахово пространство обладает свойством Боля—• 
Бора в том и только в том случае, если оно не содержит подпростран­
ства, изоморфного пространству с. 

Заметим, что наше доказательство не опирается на теорему Боля— 
Бора, так что последняя оказывается следствием теоремы 1. 

В связи с теоремой 1 возникает вопрос, какие же ограничения надо 
наложить на интеграл X{t) в произвольном банаховом пространстве, 
чтобы он оказался почти периодической функцией. Раньше было извест-

.но [1], что для этого достаточно потребовать, чтобы множество значе­
ний X{t) было сильно относительно компактным. Мы несколько усилим 
это предложение. 

Т е о р е м а 2. Если x(t) —почти периодическая функция и множе-
гство значений интеграла слабо относительно компактно, то интеграл 
^X(t)—почти периодическая функция. 
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Здесь будет приведено более простое доказательство, чем то, кото­
рое намечено в [4]. 

Для того чтобы облегчить дальнейшие рассуждения, сделаем одно-̂  
очевидное замечание. Пусть М и N — метрические пространства, Mi — 
плотное подмножество npocTj)aH,CTBa М. Пусть, далее, f—отображение-
Ml в Л̂ . Для каждой точки а (^М мы можем определить колебание функ­
ции /; 

OSC (/, а, е) == sup р (/{а'), f {а"% 

где верхняя грань берется по всем а\ а" ^ М^ таким, что р(а^а)<^8. Таким 
образом, мы можем говорить о непрерывности (или разрывности) функции в-
точке а, хотя функция в ней не определена. 

Пусть x(f)—почти периодическая функция со значениями в £. 
С помои;ью этой функции можно на числовой оси ввести новую метрику 
р (t\ t") = sup \\x{t -\- f) — X (/ + /") ||, относительно которой ось превращается^ 
в метрическое пространство / , пополнение которого К есть компакт. 

Хорошо известно, что каждая функция (числовая или абстрактная), 
определенная на У и непрерывная в каждой точке компакта /С, является 
почти периодической, если ее рассматривать как функцию, определенную на 
оси. 

Интеграл (1) функции x{f) можно рассматривать как функцию, опре­
деленную на У, значения которой лежат в Е. 

Лемма 1. Если интеграл X{t) непрерывен в какой-нибудь точке к^. 
компакта /С, то он непрерывен в каждой точке этого компакта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Задавшись произвольным в > 0 , определим окрест­
ность точки XQ, В которой колебание функции X{t) меньше, чем 8/4; радиус 
этой окрестности обозначим б. Выделим относительно плотную на оси после­
довательность {̂ ^̂ )̂̂ ^ такую, что р(/^'\хо)<б/2, 0</^^+^^ —/^^^</=:/(б). 
Почти периодичность функции x(t) обеспечивает существование такой 
последовательности. Пусть t^ — произвольная точка множества J. Покажем, 
что в ее окрестности радиуса б̂  =̂  min (6/2; 8/4/} колебание функции X{t} 
меньше, чем г. Возьмем в выделенной ранее последовательности точку 

t \ для которой t^"^^ ^tQ<^t^^'^^\ Рассмотрим тождество 

X{t)-X ( g -^ (X (̂ "̂̂  +т)-Х(^^"^)} -ь I [X (л + т) —X {ц)\ Ai, (3)-
t\tn) 

где / — произвольная точка из б^-окрестности точки /Q, x = t — t^. Выраже­
ние в фигурных скобках на превосходит по норме 8/4,, так как точки, 
t + т и /̂ ^̂  лежат в б-окрестности точки х̂ :̂ 

р (̂ <'"', Х„) < 6/2, р (/<'"' + X, Хо) < р (t^"^' + Т, ̂ <"'') 4- р (/('»', Хо) .--= 

= р (̂  + т, О + р (/<"'>, Хо) < 6/2 + б, < б-

Оценим норму второго слагаемого: 

< ( / о - Г ' ) з и р | | л ' ( п f t ) - , V ' ( T ] ) | l < 

< Г p ( t , 0 )< /6 ,<8 /4 . „ 

(пг) \ [^(л + г)— X (л)] с1ц 
ilm) 
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Таким образом, \\X{t) — Х{(о}\\<^г/2, и, значит, колебание X{t) меньше е. 
Так как б̂  не зависит от выбора t^ f J, то X (t) равномерно непрерывна на 
J, а значит, и на К. 

Лемма 2, Если в банаховом пространстве Е есть расходящийся ряд 
V ^k, все частичные суммы которого ограничены в совокупности 

II У Л'/г, II < Л < ос, 

то Е содержит подпространство, изоморфное с. 
Это предложение принадлежит А. Пелчиньскому [5] (см. также [6]). 
Лемма 3. Если функция F{s) со значениями в банаховом прост­

ранстве слабо непрерывна на некотором компакте S, то она имеет на S 
копя бы одну точку сильной непрерывности. 

Это предложение принадлежит И. М. Гельфанду [7]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Допустим, что интеграл X{f) не 

является почти периодической функцией, но ||Х(/)|| <;G<^ оо. Согласно 
лемме 1, функция Х(/) разрывна в нуле множества Л Образуем последова­
тельность {̂ /i}̂  а J такую, что 

| | X ( g l | > a > 0 , Р ( ( . 0 ) 2 ' | 4 | < 2 - \ (4) 
/2 = 1 

Пусть Xk= tnf^{k = 1,2, . . . , m) — произвольные члены последовательности 
{4}. Рассмотрим тождество 

2 тИ — 2 ^(Tft) = 5 [^(л -г т^)-X(л)]а'п -[- 5 [X{ц-г,)-х{ц)Ыц~... 
1 / 1 0 О 

Ti+. . + t ^ _ i 
. . . г ( 1Х{Ц + Гт)—Х{ц)](1ц, (5) 

о 

вытекающее, как и тождество (3), непосредственно из определения (1). 

Согласно (4) и (5), получаем, что 2^ы < G + 1 <^ ос. Таким образом, 

векторы X (4) (/2 = 1,2,...) образуют расходящийся ряд с ограниченными 
частичными суммами. Значит, по лемме 2, Е содержит подпространство, изо­
морфное с. О справедливости второй части теоремы свидетельствует приве­
денный выше пример (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть x{t)—^ почти периодическая 
функция и множество значений интеграла X{t) слабо компактно (а значит, 
и ограничено). Возьмем произвольный линейный функционал /Cf* и приме­
ним его к х(/) и X{t): 

t t t 

ф (О - </, X (0> = (f^\^ (л) d^y - 5 </; х (т])> dr] = J ф (ri) dT]. 
о о о 

функция ф(0 = </*>^(0) ПОЧТИ периодическая, причем 
| Ф ( Г ) - Ф ( г ) 1 < | | / | | . | | ^ ( ^ ' ) - ^ ( П 1 1 . (6) 

Согласно теореме Боля—Бора, функция ф(^) почти периодическая. Из 
(б) следует, что она равномерно непрерывна на / . Иначе говоря, функция 
X{t) слабо равномерно непрерывна на J. Так как множество значений X(t) 
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слабо компактно, то мы можем доопределить ее на К как слабо непрерыв­
ную функцию Х(х) := ш-ИтХ(/д) (р(4; >с)->0), где «1юЛ\ту> — слабый предел. 

rt-XX) 
Согласно лемме 3, Х(х) имеет хотя бы одну точку сильной непрерывности 
и, следовательно, по лемме 1, сильно непрерывна на /С. Это в свою очередь 
означает почти периодичность X{t). 
Харьковский институт инженеров Поступила в редакцию 

коммунального строительства 27 февраля 1969 г. 
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