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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ТОЧЕК МАКСИМАЛЬНОГО УКЛОНЕНИЯ ПРИ 
АППРОКСИМАЦИИ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ МНОГОЧЛЕНАМИ 

М. И. К а д е ц 
Пусть / (t) — непрерывная функция, определенная на отрезке [0; я ] , 

/п (t) — четный тригонометрический полином порядка п, наименее уклоня
ющийся от f(t) в метрике пространства С. Как известно, в этом случае 
на отрезке [0; я] существуют п + 2 точки 

# > < 4 П ) < . . . < d (n = 0, 1, 2, . . . ) , (1) 

в которых разность rn{t) = j {£)—~fn(t) достигает максимального по модулю 
значения En[f] с чередующимися знаками (точки максимального уклоне
ния). Будем характеризовать распределение точек (1) с помощью вели
чины Ап, определенной следующим образом: 

Дп = max 
0</?.<п-И 

(п) пк 
к мЛ (/1 = 0, 1, 2, . . . ) . . 

Т е о р е м а . Для любой непрерывной на [0, я] функции и любого 8 > 0 
точки максимального уклонения удовлетворяют предельному равенству 

1 _ 
Um д п . и 2 е

 = о. (2) 
П—> оо 

Для доказательства нам потребуются две леммы. 
Л е м м а 1. Если действительные числа а и р удовлетворяют условию 

0 < р <; а < я , т о выполняется следующее неравенство: 
l - c o s a + 2cosp - ^ - - ^ 

1 + cosa F r v ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим a2 — Р2 = с2 и найдем минимум функции 
Т1 / ч 1 — cos a4-2 cos 6 
/<(a) = n — - (c<a<Jt) 

v ' 1 -f cos ex \ \ -. / 
при фиксированном с. Вычислим F' (a) 

с / / \ 1 + cosp / 2 . a 2 . p Л 

Так как функция - | - возрастает в интервале ( 0; — V то / * " ( а ) > 0 . 
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Следовательно, minF (a) = F (с), откуда 
1 — cos a-f-2 cos p „ 3 —cose 

1-f-cos а "^ 1-f-cos с ' 
Остается показать, что 

3 — cos с ^ л in ̂  ^ \ 
l + cosc ^ c h c ( 0 < с < я ) . 

Справедливость этого последнего неравенства легко доказывается, если 
привести его к виду 

СП у COS ^ - < 1 . 

Действительно, производная функции, стоящей в левой части неравен
ства, отрицательна при [ 0 < с < я и, следовательно, сама функция дости
гает максимума, равного единице при с = 0. 

Л е м м а 2. Пусть ф(£) — четный тригонометрический полином поряд
ка п, имеющий в интервале (0; л:) п простых корней; ф (0) = 0. Пусть, 
далее, в тех точках, где <р'(£) = 0, выполняется условие 

1 < I Ф (*)1 < A 
где L > 1 — произвольное фиксированное число. "Тогда корни уравнения 
| ф (t) | = 1, которые мы обозначим 

0 < Ч < h < h < • • • < Чп-2 < hn-i < я> 
удовлетворяют следующим неравенствам: 

я8 archL _ як як JT6 . archL ,, . 7 . \ ... 

где 6 — произвольное число, заключенное между нулем и половиной. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольное натуральное число 

/>: < п и рассмотрим тригонометрический полином порядка пр от — 

, N A-cos^+6>+2cosJL 

^ ' ^ \ 14-COS • 
пр— га 

где Tm (x) = cos m arc cos x, а натуральные числа тир и действительное 
^ 1 Л 

число 6V 0 < 6 < — J удовлетворяют уравнению 

chm/r" ( f c + fl) 1 2 - | - ^ - I ^ L . (5) 
г L /г/> — га J [ пр — га J 

Представив уравнение (5) в форме 
•£-T[1+-dhr^+*)«-*']. (6) 

видим, что оно имеет счетное множество решений, соответствующее всюду 
плотному множеству значений 6. Из неравенства (3), если положить в нем 

л (Ат-4-в) Q t n . г ^ лк 
а =—^—!—> р ^ — следует, что при 0 < — % 

пр — т ' ' р ' ^ J r /> пр — т 

/ 1 —cos —-—!—- + 2 cos—\ г Л о х . х . > 

я(&+6) I ̂  VI пр — т J Ч /> У 
14-cos 

rcjp -
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Ьсли же —-—-—- < — < я , то 
пр— т " /? " 

/. Л (Л+ 6) , 0 t \ \ 1— cos —-—L_^L_I_2 cos — N ' лр — m 
~ ~ л(к + Ъ) 1 + cos —-—•—-

ч пр—m 

1. 

Кроме того, на отрезке 0; —-—!—- полином 

( 1 — cos ——-——4-2 cos — > 
пр—т р 

14- cos - v ' 7 

/г/;> — т / 

монотонно убывает. Сделанные замечания позволяют заключить, что 

функция Фк(—\ имеет на отрезке 0; -JT-^_ ровно к+1 максимум и 

минимум, превосходящие L по абсолютной величине, с чередующимися 

знаками; на отрезке I ibJ_dl_J_ • Пр 1 э т а функция по модулю не превос

ходит единицу. Покажем теперь, что 

*stmi. (7). 
т ' пр — т 

Действительно, если допустить противное, то, как следует из рассмотре

ния графиков функций y = y(t) и у = ФкС— j на отрезке [0; лр], урав

нение <p(t) = Ok( — ) должно иметь в полуинтервале [0; t2k] по крайней 

мере / с + 1 корень, а на отрезке [t2k; пр] не менее пр — к корней. Так-

как разность ср(£) — Фк[ —) есть тригонометрический многочлен порядка 
пр от — , то на отрезке [0; лр] он может иметь не более пр корней. 

Следовательно, наше допущение неверно. Подставим в (7) значение — 

из (6) и произведем упрощения 

,, fe<.»<*+!>__ь * + » a r c h L < _ М * + » ) + «5hL . ( 8 ) 

Если вместо ф (t) рассмотреть ф (л — t), то аналогичным же образом 
получим 

Я - / _ < * ( " - * + 0) + archL . (Я). 

Неравенства (8) и (9) дадут нам требуемое неравенство (4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Пусть по-прежнему f(t) — непрерыв

ная на [0; я] функция, jn(t) и /n+1 (t) — четные тригонометрические поли
номы наилучшего приближения; 

>•„(') = / ( 0 - / „ ( ' ) . ^ i W = / W - L i ( 0 -
Рассмотрим многочлен 

фп+1 (*) = /»+i (0 - /»(0 = ',, (0 - ' V i (0-
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Не ограничивая общности, можно считать, что 

г п ( Г ) = ( - 1 ) Ч Л Я (* = 0, 1, . . . , л + 1) 
и, следовательно, 

Еп [f] - £ п + 1 [/] < ( - l ) 4 „ . i С П -: Еп [/] + Е„+1 [/]. 
Таким образом, 

' 8 f c - i < 4 n , < * , k (Л = 0, 1, . . . . и + 1), (10) 
где 2̂fe_x и £2fe — корни уравнения 

l«p„+iW! = £ „ [ / ] -£» • ! [ / ] • 

Так как многочлен ф (Z) = гл +VV—ттл удовлетворяет условиям леммы 2, 

то из неравенств (4) и (10) следует, что 

д п < _ ^ + _ * ^ a r c h ^ Ц Ш ^ - Ц Я . (11) 

OO 

Поскольку lim En[f] = 0, бесконечное произведение ТТ -,/ m расходится 

с» 

и, следовательно, расходится ряд У, Г1 ! , pW+1 ! . Поэтому из (11) сле-
1 

дует, что 
со 

у 1 _= с о ? 

откуда 
СЮ 

(12) 

при сколь угодно большом N. Сравнивая ряд (12) со сходящимся рядом 
со 1 

2 гс1+6, получаем 
1 

lim / Л = 0 . 
П - > 0 0 л,-

1 ' А 

Обозначив -^— = е, получим требуемое равенство (2). 

Поступило в редакцию 5 декабря 1956 г. 


