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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

О ЛИНЕЙНОЙ РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВ Lp И lq 

М. И. К а д е ц 

Вопрос о том, существует ли в Ьр подпространство, изоморфное lq9. 
решен для всех возможных соотношений между р и q за исключением 

l<p<q<2. 

Полученные результаты можно свести в следующую таблицу: 

Соотношение между ряд 

/ > > i ; rq = 2 
i<P = q 

i<q<p<2 
2<р< q 

1 < q < 2 < p 
1 2 < q< p 

! < / > < 2< q 
l<P<q<2 

Существует ли в Lp 

подпространство, 
изоморфное lq 

да \ 
Да 1 

нет | 
нет ) 
нет ч 
нет 1 
нет J 

? 
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В настоящей заметке строится функциональное пространство Eq(l<q < 2), 
которое, если его рассматривать как подпространство Lp ( 1< p < q), изо­
морфно lq. Построение основано на некоторых результатах теории распре* 
делений сумм независимых случайных величин [3]. 

Пусть F(x) — функция распределения, обладающая характеристической 
функцией 

{ costxdF(х) = е~W. 

Определенная таким образом функция непрерывна и симметрична, т. е. 
F (х) + F (—-х) = 1. Для любого р < q 

[ \x\»dF(x)< (1) 
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Для сверки функций F( — ) имеет место следующая простая формула: 

Ч Г п 

Рассмотрим функцию y = f(x), определенную на отрезке [0,1] равенст­
вом x = F(y), и с ее помощью сконструируем базис в Ег [С этой целью 
определим последовательность точек хк системой равенств: 

*о = | > f(xk) = 2f(4~i) (* = 0, ± 1 , ± 2 , . . . ) . 

Этими точками отрезок у , 1 разбивается на части [xk_lr xk]. Обозначим: 
xk — xk_1 = Gk. Первый член базиса — ступенчатую функцию fx (х) — опреде­
лим так: 

f(x)=i К***' еСЛИ xk-i<x<xh> /3 ) 
1 1 —f(xk), если l-xk<x<t—xh_1. 

Заметим, что при -^ < х < 1 

0 < / ( * ) < / ! ( * ) < 2/(ж). (4) 
Остальные члены базиса определяются по индукции: / п (х) определяется на 
каждом отрезке постоянства функции /п_х(#) с помощью равенства 

где х' < х" — концы этого отрезка. 
Вычислим норму произвольной линейной комбинации членов базиса 

п 
?п(х)= 2 ahfk(x) Э метрике L {р < q): 

1 n 

Из определений (З) и (5) следует, что мера множества, на котором функции 
/i(#), . . . , /п (#) одновременно принимают заданные значения, равны про­
изведению мер множеств, на которых каждая из функций принимает соот­
ветствующее значение: 

рЕ {/х х) = / (xkl); . . .; /п (ж) = / (xkn)} = okl-h2- -<• • hn. (6) 
В этом смысле можно говорить о независимости значений, принимаемых 
функциями fk(x). На основании (6) норма <рп(:г) может быть записана в виде 
кратного интеграла: 

1 1 п 

0 0 fe=l 

Поскольку /х (ж) + Д (1 —х) = 0, то формулу (7) можно переписать в виде 
1 1 п 

II ?»ир = [ • • • 5 2 1 2 s*a«/i ц ) Г d X i • • • ^- (8) 

2 2 
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Для того чтобы перейти в (8), а затем и в"(7) от fx{x) к /(.г), рассмотрим 
выражение 

п 
Х 1 1 ХЧ 1Р 

/ = (ах, . . . , a n ) = 2 J J 2 J sfeaft ' 
Sfc=±l fc=l 

Очевидно, это четная функция от ak. Если 0 < a f e < p f e , то 

/ ( а х , . . . ^ ^ / ( ^ . . . , ? п ) , (9) 

в чем легко уоедиться, рассматривая частные производные -х— при р > 1. 

Поскольку / ( « ! , . . . , a n ) непрерывно зависит от р, то соотношение (9) спра­
ведливо и при р= 1. Из (4) и (9) следует, что равенство (8) можно заменить 
неравенствами: 

1 1 п 

&ш\р<[ ••• S 2 |Ев<л«к|/(^)Г^1---^»<11?„нр. 
j . 1 sfc=±l k=i 
2 2 

которые, поскольку f (x) + / (1 .—ж) = 0, можно переписать в виде 
i 1 ?i 

p l l ? n l l p < \ • • • [ | 2 K l ( / * h ) p * i • • • < * * « < ! | ? j | p . (Ю) 
0 0 h=zl 

Таким образом, для оценки || <рп || достаточно вычислить интеграл, в (10). 
Из определения функции f (х) следует, что 

1 i п оо оо п 

\ ••• 5 | 2 I ah I / Ю Г d ' r i • • • dxn = ^ • • • ^ | 2 i ak kfe J' dF Ы • • • df(rn) 
0 fe=l —oo —oo /{=1 

Произведя в последнем выражении замену переменных 

У1\ак\Хк = Ут (/И = 1 , 2 , . . .. Я), 

перепишем его в виде 
со оо 

V I «11 J V I «n I J 
CO - C O 

—oo 

На основании формулы (2) последний интеграл приобретает вид 

\\x\pdF, 

S K | e У Д1 
1={2К1*}<$мр^(*)-

/ 1 = 1 

Следовательно, для ||<рп|| при любом натуральном п справедлива оценка 

[ \ \x\pdF(x)Jp 
< • 

\Чп 

<Ll*k\«)q ( 1 

оо 

т < 2 [ ^\x\*>df(x)] (11) 

7 Успехи матем. наук, т. XIII, вып. 6 
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Если теперь определить пространство Eq как совокупность всех рядов 
вида 

со с» 

9 (х) = 2 ahfk (х) ( 2 1 ч \q < °°)» 

то из (11) следует, что в метрике любого Lp (р < q) Eq изоморфно / . 
Таким образом, мы можем дать утвердительный ответ на последний воп­
рос таблицы, приведенной в начале заметки. 

Остается открытым вопрос об изоморфном вложении L в L при 
(1 < / > < ? < 2). 

Пространство EqdL обладает еще одним интересным свойством: для 
него не существует дополнительного подпространства. Действительно, до­
пустим, что такое подпространство Dq существует. Тогда L можно пред­
ставить в виде произведения 

Переходя к сопряженным пространствам, получим [1], что 

Lp = EqxDq. 

Так как L и £q изоморфны соответственно Lv> и lq> 

то мы приходим к выводу о возможности изоморфного вложения lq в L 
при 2 < q < p, что противоречит результату Paley [2]. 

Поступило в редакцию 16 апреля 1957 г. 
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