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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ПАУК 

О ТОПОЛОГИЧЕСКОЙ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ РАВНОМЕРНО 
ВЫПУКЛЫХ ПРОСТРАНСТВ 

М. И. К а д е ц 

Как указывает С. Банах [1], «неизвестно ни одного примера двух 
сепарабельных пространств типа (В) с бесконечным числом измерений, 
которые не были бы гомеоморфны; с другой стороны, неизвестно, как 
доказать, что, например, пространство С гомеоморфно с с. Одновременно 
не удаётся доказать гомеоморфизм между пространствами С и /. Но про
странства Lp и lq гомеоморфны для любых / ? > 1 , # > 1 [2]». 

В заметке [3] нам удалось показать, что пространства с и / тополо
гически эквивалентны, и следовательно, две последние задачи из приведён
ного выше замечания Банаха по существу совпадают. 

В настоящей статье соответственно видоизменённый метод заметки [3] 
применён для доказательства топологической эквивалентности сепарабель
ных равномерно выпуклых пространств. По определению пространство 
Банаха называется равномерно выпуклым, если для каждого s > 0 суще
ствует такое Ь > 0, что если х,у£Е, \\ х \\ = \\ у \\ = 1, jГ*Ц у II > 1 — -8, то 

\\х — у\\<е. 

Л е м м а 1. В равномерно выпуклом пространстве всякая плоскость, 
отстоящая от центра единичной сферы на расстоянии 1 — В, отсекает от 
этой сферы множество диаметра, не превосходящего г (s и Ь — из опреде
ления равномерно выпуклого пространства). 

Проведём произвольную плоскость, отстоящую от нуля пространства 
на расстоянии 1 — о. Возьмём пару нормированных элементов х и у, при
надлежащих этой плоскости. Так как элемент ^-— также принадлежит 

- ~ 1 ! > 1 — о и по определению равномерно выпуклого про-

странства \\х — ?/|j-<s. Так как х и у были выбраны произвольно, то 
лемма 1 доказана. 

Так как каждое равномерно выпуклое пространство регулярно [4], 
то для всякого линейного функционала F существует такой элемент х> 
что F(x) = \\F\\A\x\\. 

плоскости, то 
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Л е м м а 2. Соответствие, сопоставляющее каждому нормированному 
функционалу F нормированный элемент х, для которого F(x) = l, непре
рывно. 

Пусть F и Ф —пара нормированных функционалов, ахи ^ — норми
рованные элементы такие, что F (х) = Ф (у) — 1, и пусть || F — Ф ]| < Ь, 
тогда \Г(х) — Ф(х)\<Ъ. Так как Ф (х) < F (х) = 1, то Ф (х) > 1 — 8 и, 
следовательно, | |# —г/ | |<г , так как х и г/ оказались принадлежащими 
части единичной сферы, отсечённой плоскостью, отстоящей от начала более 
чем на 1 — 8. 

Назовём элемент х ортогональным к линейному подпространству Р, 
если \\x-\-y !| > | | # |i для каждого у£Р. 

Л е м м а 3. Множество $Щ нормированных элементов равномерно выпук
лого пространства, ортогональных к подпространству Р с конечным дефек
том, компактно. 

Если элемент х ортогонален к какой-либо плоскости, содержащей Р, 
то он ортогонален и к Р. Обратно, на основании теоремы Гана—Банаха 
о продолжении линейного функционала можно утверждать, что всякий 
элемент, ортогональный к Р, ортогонален к какой-то плоскости, содержа
щей Р. Следовательно, каждому нормированному функционалу F, аннули
рующему Р, можно поставить в соответствие нормированный элемент х, 
ортогональный к Р и такой, что F(x) = l, и при этом исчерпать всё мно
жество $Щ. Это соответствие на основании леммы 2 непрерывно. Множе
ство функционалов, аннулирующих Р, есть конечномерное подпростран
ство сопряжённого пространства Е; соответствующее множество нормиро
ванных элементов есть сфера в конечномерном пространстве. Итак, $Щ есть 
непрерывный образ компактного множества и, следовательно, компактно. 

Рассмотрим систему подпространств 

Р0=зЛ=зЛ=).. . (1) 
таких, что def Pn = n, а пересечение всех Рп содержит только нуль про
странства; такая система существует в любом сепарабельном банаховом 
пространстве. Для каждого элемента введём систему уклонений 

Hn[x] = min\\x-y\\ = \\x-xn\\ ( /1=1 , 2, . . . ) . (2) 
**рп 

Существование и единственность элемента наилучшего приближения 
хп обеспечиваются равномерной выпуклостью пространства. Для любого п 

Нп [х] < # n + i [х] < || х \\. (3) 

Воспользуемся тем, что каждое Рп разбивает Pn-i на три части: 

pn-i = pi-i+pn+p--i, (4) 
и припишем каждому отличному от нуля Нп[х] знак: 

sign # „ [ # ] = + 1 , если xn-i£P$-x\ ) 

sign Нп [х] = sign Нп-\ \х\> если xn-t 6 Рп', Y (5) 

s\giiHn[x]= — 1, если хп-\£Рп~\- \ 
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Пусть Р — произвольное линейное подпространство. Если к каждому 
его элементу прибавить элемент х, то получим множество Q = Р Л-'х, кото
рое будем называть подпространством, полученным из Р параллельным 
переносом вдоль х. 

Л е м м а 4. Пусть 
къ А2, А8, . . . , / г п ' (6) 

— последовательность действительных чисел, удовлетворяющая условиям: 

1 ) | ^ | < | Л ; + 1 | , 1 ( ? ) 

2) если | А• | = | hjVl | , то к- — hj+l, ] 

Множество элементов х таких, что 
Hk[x) = hh (Л = 1 , 2 , . . . , » ) , (8) 

есть подпространство Q , полученное из Рп параллельным переносом. 
При / 1 = 1 элементы, удовлетворяющие (8), образуют плоскость Ql9 

параллельную Pv Допустим, что лемма доказана для последовательности 

Alf /г2, . . . , A n . l f (6a) 

и соответствующее подпространство обозначим Qn~v 

Множество элементов, удовлетворяющих (8), принадлежит, очевид
но, <?„_!• 

Пусть х* ~ элемент из Qn-lf обладающий минимальной нормой || х* || — 
= l ^n- i |> a У ~~~ произвольный элемент из Pt-i- Тогда для каждого эле

мента хл подпространства 

Q«,i = Pn + z* + \y (9) 

уклонения Hk[xx] = hk ( A = l , 2, ...,п — 1), так как Qn,KdQn-i, a 

где ф (X) — строго выпуклая функция, достигающая минимума ф (0) = | /гп_11. 
Уравнение 

Ф(>0 = | Л п | 
при ] hn | > | /г/г_11 имеет одно положительное и одно отрицательное реше
ние, дающие соответственно подпространства QUi Al и Qn,A2, Д л я элементов 
которых 

# » Ы = + |Л„1. ^„[жда]=-|Лп | . 
Т е о р е м а 1. Какова бы ни была ограниченная последовательность 

действительных чисел 

Ai, А2, А3, . . ., (Ю) 
удовлетворяющая условиям (7), сугцестеует единственный элемент х, для 
которого 

# n M = >'№ (« = 1,2, . . . ) . (И) 
Я/ш этсм . || х || = lim | Ап |. 
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Множество элементов, удовлетворяющих (11), есть пересечение П(? п 

множеств, удовлетворяющих (8). Достаточно, следовательно, показать, что 
оо 

это пересечение содержит в точности одну точку. Допустим, что П Qn 
1 

содержит элемент х\ тогда каждое Qn получается из соответствующего Рп 

параллельным переносом вдоль х и вся совокупность {Qn}T оказывается 
оо 

конгруэнтной {Рп}™. Так какТТР^ содержит единственный элемент, то 
1 

оо оо 

это же справедливо и для П(? п . Остаётся показать, что П(? не пусто. 
1 1 

Рассмотрим пересечения подпространств Qn и сферы S с радиусом 
h = lim \hn\. Так как / г > | / г п | , то эти пересечения не пусты (в случае 

п—>со 

h = \hn\ непустота Qn [} S есть следствие регулярности равномерно выпук
лого пространства). На основании леммы 1 можно утверждать, что диа
метры Qn fj S стремятся к нулю с возрастанием п. Итак, {Qn f] S}™ есть 
убывающая последовательность замкнутых множеств с диаметрами, стре
мящимися к нулю, поэтому пересечение всех этих множеств содержит 
единственный элемент ху удовлетворяющий, очевидно, (11). Таким образом, 
существование и единственность элемента х доказаны. 

Л е м м а 5. Чтобы ограниченное множество Щ равномерно выпуклого 
пространства было компактно, необходимо и достаточно, чтобы после
довательность 

g „ = sup {Ц* | | - # „ [ * ] ] (12) 
х £ Ш 

сходилась к нулю. 
Не ограничивая общности, можно считать, что | |# | | = 1. 
Для доказательства необходимости допустим, что условие леммы 

не выполнено, и следовательно, существует последовательность хк£Щ 
такая, что 

^ Ы < 1 - 1 ( 0 < T i < i ) . 

Выберем кг так, чтобы Hkl [х0] > 1 — -у; затем найдём к2 > кг такое, что 

Hk2 [xki) > 1 — 3 - ; далее таким же образом определим кг, /с4, . . . Тогда 

при произвольных т < п 

II' Xhm ~Xkn\\> Hkn [Xhm - Xkn] > 

> я , п 1 ^ т ] - ^ л ^ ] > ( 1 - | ) - ( 1 ^ 7 1 ) ^ | ? 

откуда следует, что исходное множество не компактно. 
Чтобы доказать достаточность, зададимся произвольным г > 0 и вы

берем В > 0 на основании леммы 1. Возьмём п настолько большим, что 
для всех х £ $Щ 

1-Нп[х]<Ь. 
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Пусть теперь #—произвольный элемент из $Щ. Если хп — элемент 
наилучшего приближения для х, то остаток гп=-х — хп ортогонален к Рп 

и норма его || гп || = Нп[х]. Подпространство Qn = Pn-+ rn отстоит от начала 
на Нп [х] > 1 — В и, следовательно, в пересечении с единичной сферой даёт 
множество диаметра, меньшего, чем е. Так как х и гп принадлежат этому 
множеству, то || х —~гп || < е. Так как множество гп компактно, то Щ. для 
любого е > 0 обладает компактной s-сетыо и, следовательно, компактно. 

Т е о р е м а 2. Сепарабелъные равномерно выпуклые пространства топо
логически эквивалентны. 

Пусть X и 7 —два сепарабельных равномерно выпуклых пространства. 
Выделим в каждом из них систему подпространств (1) и каждому элементу 
х g X поставим в соответствие элемент у £ У, обладающий той же системой 
уклонений, что и х. Из теоремы 1 следует, что это соответствие взаимно 
однозначно. Покажем, что оно непрерывно. Пусть х1у #2, . . .—сходящаяся 
последовательность элементов пространства X; lim хп = х. Эта последова-

П-ЮО 

тельность компактна и, следовательно, удовлетворяет условиям леммы 6. 
Так как условия леммы 6 касаются только уклонений, то им удовлетво
ряет также и соответствующая последовательность уъ у2, . . . (г/п£ Y). 
Поэтому множество уъ у2, . . . компактно. Так как 

lim Hk[yn]=r lim Hk[xn] = Hk[x) (k= 1, 2, . . . ) , 
n-»oo n--*oo 

то множество уъ yv . . . имеет единственную предельную точку, т. е. схо
дится. Таким образом, соответствие между X и Y непрерывно, а так как 
X и Y участвуют в теореме симметрично, то взаимно непрерывно, что 
и доказывает теорему. 

Поступило в редакцию 14 августа 1954 г. 
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