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О расстояниях между конечномерными аналогами 
пространств Lp 

В. И. Гурарий, М. И. Кадец, В. И. Мацаев (Харьков) 

Пусть Ег и Е2— изоморфные банаховы пространства. Рассмотрим вели
чину d (Ег, Е2) = inf || Т || • || Т~г ||, где Т пробегает всевозможные изоморфизмы 

т 
Ег на Е2. Очевидно, d(E1, Е2) = inf ||Т||, где Т пробегает несжимающие изо-

т 
морфизмы Е± на Е2, т. е. такие изоморфизмы, что \\Тх\\ > | |х|| для любого 
x£Ev Согласно Банаху и Мазуру (см., например, [1]) расстоянием между 
Ег и Е2 называется величина р(Еъ E2) = \r\d(E1, E2). 

Целью настоящей работы является оценка величины d (Еъ Е2) (и тем са
мым величины р(ЕъЕ2)) для [случая пространств вида 1п

р (1 <; р< ; оо); 
/р (1<; р < оо) (соответственно /J> = сп) — это пространство совокупностей п 
вещественных чисел {|/}/Li с естественно определенными векторными опера-
циями и нормой || {l£}i=11| - ( V. 11£ \р) Р (соответственно || {&} ?=1||= max \Ц). 

Естественным базисом в 1п
р называется базис {ei}?=1 вида et = {^-у)}"=1, где 

IP = 1 при / = i, tP =0 при / =f i (i, j =1,2,..., n). 
Нетрудно убедиться в справедливости следующих предложений. 
П р е д л о ж е н и е l.'d(El9 E3) < d(Ег, Е2)d(E2, Е3). 
П р е д л о ж е н и е 2. dK(Ely E2)= d(El9 Е*2), где £*, Е*2— пространства 

сопряженные к Ег и к Е2 соответственно. 
Лемма 1. Для любых рг > 1 и р2 > 1 имеет место неравенство 

1 1 

d(lpt, 1рг) ^ п . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать, что рх<р2 . Пусть {£/}"=! и {gv}?=i — 
естественные базисы в 1п

Рх и в /р2 соответственно. Определим изоморфизм Т 
/р2 на lpt: Tgi = e£ (i = 1, 2 , . . . , п). Легко видеть, что Т — несжимающий 
оператор. Имеем: 

IT || = max 
(2 кг)"1 

:1(2кг)^ 
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Нетрудно убедиться, что максимум последнего выражения достигается при 
аг = а2 = . . . . = ал. Следовательно, 

_i i_ 
= п pi р*. 

Таким образом, d(lPl, /р 2 )</г^ Р* . Лемма доказана. 
Л е м м а 2. При любом натуральном п и l ^ p ^ o o справедливо ра

венство d (1% 1%) = n1 2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 1 достаточно доказать, что 

I1— Ч 
d(/", /г)>га • Пусть 2 ^ р ^ о о (в силу Предложения 2 можно рас
сматривать только этот случай), {e/}f=i — естественный базис в /£, Т—про
извольный несжимающий изоморфизм 1п

р на /", Tet^=gL (i = 1, 2, . . . , д). 
Очевидно, можно последовательно выбирать числа аъ а2, . . . , ал, | tx̂ -1 = ] 
( i = l , 2 , . . . , п) так, чтобы выполнялись соотношения: 

{*лЯь oc2g'2)>0, 
(*igi + a2g"25 <*з£з) > О, 

(<*l£i + • • • + Ъп-vgn-i, Ungn) > 0. 

Тогда, очевидно, || o^gi + . . . + angp || > Yn и 

1 
1 1 1 1 

гг | | Г | | > - • - ; Г > - г - = п " , d(lPl, 12)>п 
\\а1е1+ . . . -га„елЦ ~ 

Лемма 2 доказана. 
Из лемм 1—2 и Предложения 1 вытекает 
Теорема 1. Если l<Pi<c>o, 1<ро < оо, sign(2 — рх) = sign (2 — /?2), 

| L _ L l 
mo d(/£, / p 2 ) -n l p i р И . 

Действительно, пусть, для определенности, 1 ^ рг ^ р2 <^ 2 (в силу пред
ложения 2 можно ограничиться лишь этим случаем). Тогда, применяя пред
ложение 1 и лемму 2, получим: 

" ^ р , ' V „Р2 2 

Используя лемму 1, получим обратное неравенство. Тем самым теорема 1 
доказана. 
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В дальнейшем будет использовано неравенство Хинчина 

"- 2 |2 *л\Р>{ур}/ 2*/} 0 < Р < ° ° ) (О 
2 

1 
где постоянная Хинчина тР не убывает с ростом р, Ti > —т=-> Тг-и = 1 

У 2 
( 
при Я > 0 ) и вытекающее из неравенств со средними 

1_ JL^ 
Pi / П \ Р* 

_ ^ _ =1 , (2) 
•jPl „P2 

неравенство 
( l < P i < P 2 < ° ° ) a />0; (i = 1, 2, .. ., п) 

,Р L._i_/ я ч2- [р при р">2, 
2 а П >"Г ( 2 а ? ) 'ГД6 Г = 12при 1 < р < 2 . (3) 

Теорема 2. £с./ш 1 <^Pi<J2<^p2<^ сю, то для любого натураль
ного п имеет место неравенство 

max (r"i, nPl \ rPln* Рг) <d(ln
Pl, /£)< max [Cp„nn

Pl \ CPi,nn~ p°) 

1 1 
где —r-\ = 1, Tp — постоянная Хинчина и 

[1 при n = 2k {k= 1,2, . . . ) , 
Cp,n = l-2-Pl 

((1 + У2) при остальных я. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть fe-}£=i, {g7}f=i, {//}f=i—естественные базисы 

Pi Ръ 

1 1 
в 'р!> I"» /р2 соответственно. Предположим сначала, что — - 1 — = 1 и что 
п = 2/г (& — натуральное число). Тогда существует матрица | |8^ | |Д= 1 (мат
рица Уолша) такая, что | г& I = 1 (i, k = 1, 2, . . . , /г), строки которой 

п 
попарно ортогональны: \ ] 8#8/* = О (*=f= Л *\ / = 1> 2, . . . , п) (отметим, что 

такая матрица существует только при п = 2fe (k = 1, 2, ...)). Матрицу Уолша 
£/„ порядка 2Д можно определить индуктивным путем, полагая 

ч:-:ии^:)--'-' 
Пусть Л — линейный оператор из /£ в /^определяемыйформулой Ael=gi, 

i — 1, 2, . . . , /г; В—линейный оператор из /" в /", определяемый формулой 
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Bgt= У\ —M=gj (t = 1,2, ..., п), С —линейный оператор из 12 в 1Р2, опре-
" уп 

деляемый формулой Cgt = Д (i = 1, 2, ..., /г). Оператор £/ = СБЛ является 
изоморфизмом 1п

Рг на /"2. Оценим |] 1/~г ||. Так как, очевидно, оператор В 
унитарен, то (см. доказательство леммы 1) 

1 i_ 1 i_ г i_ 
.—1 II И /о—1 |. рх 2 „2 Рг „ P i Рг 

£хли Pi = 1, р2 = ос, то, оценивая ||£/|| = ||£/||i,oo, имеем: 

| | ( / | | l f 0 0 = sup max 
2 1 «/ 1 =1 

^ Л/п < sup ш а х ^ - Ц ^ 1 - ^ 
v a • 

/ = 1 г'=1 

Если Pi ^ 2 , р2 = 2, то, учитывая, что В — унитарный оператор в 1\ , 
имеем: | |£/|| = \\U ||2j2 = 1. Применяя интерполяционную теорему Рисса 
(см., например, [2]), получаем нужную нам оценку для Ц^|| = | | ^ | | л л 

\ Pi Рг ) 
1 1 

а для n=^2k (k= 1,2, ...) имеем: 
1 i_ 1 i_ 1 i_ JL"_1_ 

d (&, &) < II ^ 1 1 ' IIи II < п Pl р> п* 'А = я2 A = / i f t f c | , (4) 

Докажем теперь по индукции, что для любого натурального п и 1<р<^2 
1 1_ 2—P 

d(ln
P, Q < а0пр 2 , где а0 = (1 + у Т ) р , 1 + 1 = 1. (g) 

Р <7 

Предположим, что неравенство (5) справедливо для всех натуральных 
чисел, меньших данного п. Пусть п = пг + п2, где пх = 2k, п2<^пъ и пусть 

{еЛ?=1> {g7}7=i — естественные базисы в ij и в IJ соответственно, РЪР2—под
пространства в /р с базисами {e^Li и {еЛ?=Йн-1, Qi, Q2— подпространства 
в /" с базисами {&•}£=! и {£ЛЙЙ-1- В силу неравенства (4) существует несжи-

мающий изоморфизм 7\ Qx на Рх такой, что || 7\ || = tx <; np 2 , и по пред
положению индукции существует несжимающий изоморфизм Т2 Q2 на Р2 

1 i_ 

такой, что \\Т2\\ = t2^a0np 2 . 
Определим изоморфизм Т пространства /" на /", полагая для каждого 

элемента х = хх + х2, хг 6 Qb *2 £ Q2, Тх = Т ^ + Т2х2. 
Легко показать, что Т — несжимающий оператор. Действительно, пусть 

И Г =H*iH' + | | *2 | l ' = l , т. е. ||*|| = 1. Тогда, так как И | | < 1 , 
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|| Х2 | | < 1 И р < q, то 
i_ i_ i_ 

| | r x | | = (l|Tx1||p + | |Tx 2 | r ) P >( l | x 1 | | p + | | x 2 | | Y > ( | | A : 1 i r + | U 2 | r ) P = 1, 

что и доказывает несжимаемость оператора 7\ 
Пусть || х1 \\q =а, || х2 \\q = 1 — а, 0 < а < 1. Тогда 

/*V7 _|_ /Р /1 ___М<? | Т \\р = max (|| 7Х ||р + || Г*2 ||р) = max [tpaq + f2 (1 - of ] < 
| | ^ i+^2 | l= i 0 < а < 1 

<;max 
i - ^ P 

L/ix
 2 ^ T a j n 2

 2 (1—a)* J. 

Непосредственно подсчитывая этот максимум, получаем, что 

2—р 2—Р / 1 р 1 2—/7 

Ц Г ||" <aSn 1 * " 2
2 W 2 + а Г 2 " 2 N • (6) 

2 — Р 

Покажем, что это выражение не превосходит a<f (пг + п2) 2 . Действительно, 
решая неравенство 

2—£> 2—Р { __\_ Р _ 1 \ 2 ~ Р 2 ~ Р 

<пх* пг U 2 + < " 2 ^ 2 J <<(n1 + n2) 2 , (7) 

получим, что 
2—Р 

о > { — w , — J • (8) 

Так как tti>ft2» то выражение в правой части неравенства (8) меньше чем 
2 — Р 

(1 + У2) р ; отсюда, в силу неравенства (5), получаем справедливость 
неравенства (8), а следовательно, и неравенства (7). Из неравенств (6) и (7) 
следует, что 

1 i_ i ^ _ i_ 

НЛКаоК + я / 2 =WP' *• 
Следовательно, 

1 i_ 

d(lp, /? )< *0np 2 . (9) 

Так как для п = 1 неравенство (9) тривиально справедливо, то по ин
дукции заключаем, что неравенство (9) имеет место для любого натураль
ного п. Следовательно, при любом п 

d(ll 0 < ( 1 + У 2 ) ~ д ~ " , ±+±=\. (Ю) 
р я 
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1 1 ' 
Пусть теперь l^p1^2^:p2^iq1, где 1 = 1 . Положим р2 = 

Pi Яг 
р2 . В силу Предложения 1, теоремы 1, неравенств (4) и (10), учитывая, 

Р 2 — 1 

1 1 
что 1 = 1, имеем: 

Р2 Р2 
_1 1_ 

d(ln
Pl, ln

Pt)<d(ln
Pl, ln.)d(l"„ С ) < л " 2 С, п 

Р 2 Р2 Р%> п 

1 1 

Р' 2 

= С , пР*. *=r-CP2,nnPi 2 . 
P'v п 

1 1 
Если же l < P i < 2 < Q ,

1 < p 2 < ' о о , где 1 = 1 , то получаем 
Pi Яг 

d(ln
Pl, ln

P2)<d(ln
Pl, Qd(ln

Ql, &)<CPl,nfl^~^n^~^=CPunn^~'t> 

и во всех рассмотренных случаях имеем 
( J _ _ i _ i_ L.1 

d ( C /p,)<rnaxlC f t,„/i^ 2 ,СР 1 , л /1* л } , 

где положено СРгП = 
1 при /г =2* (ft = 1 , 2 , . . . ) , 

|2-Р1 
(1+У"2) р при остальных я, 1<^р<оо. 

Оценим теперь снизу d(l% cn), 1 ^ р ^ 2 . 
Пусть {̂ -}/Li и {gv}?=i — естественные базисы в IJ и в с" соответственна 

и пусть Т— произвольный изоморфизм 1р на сп. Мы можем написать для 
некоторых матриц А = \\ ац ||/j=i, В = || Ь/у ll?,/=i = A'1: 

п п 

Tet = ^ <*//£/, T - 1 ^ = 2 b'ie' (t. /' = 1, 2 , . . . , n), det Л det В = 1. 

Вычислим ||Т||: 

IT II = max 
2 № 

I г = 1 
max 

= max max 
1</<л U15L 

2*< 

2 *#/ 

= max 
2 * A/ 

(ii) 

г=1 - = max 
J. к /<л 

p \ p 

Si««i' 

Вычисляя ЦТ"11|, заметим предварительно, что 2 

Р <7 

2 #А* 
/ = i 

является вы

пуклой функцией вектора у = {#/}/U. и поэтому максимум ее в кубе |# /1< 1-
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достигается на одной из вершин куба. у0 = {e/}/Li, в, = ± 1, (/ = 1, 2 , . . . , /г). 
Имеем: 

max — = max 

п 

2 
/ = i 

п 

ЪУ>ЬН 
/ = 1 

г/бся Н^|1 сл max г/ 
У]'Ц=1 1<!<п 

max 
8 . = ± N # — 1 

2sAv 
/ -=1 

"^т 

Оценим ЦТ г | | снизу. Применяя неравенство (1), имеем: 

l̂ li> i 2 2 
8/ = ± 1 г = 1 

2 еА, 
/ = 1 

2 ^ 2 
; = i \ ^ e , - = ± i 

2 8А/ 
/ = 1 

> 

> 2 г. j/s*)')*- (12) 

Из (И) и (12), используя неравенства (2), (3) и неравенство Адамара* 
получаем: 

| |ЛН|7^||>тах(2кМ» гтр(2 2 ^ 1 * ) " 2 ^ 

max ( 2 | ais 

, Л У К 
Г/Лр г = 1 \ у = 1 > 

> max 
1 < / ' < Я г = 1 ' f г = 1 у '=1 

ч — 1 я 

( п \ — 1 п 

У, I аи \" I" ТР""^ VI det ВI = 
»"*"*• max 1 / 2 ^ , max l / | 4 

Чуг> >7уг> 
V| det A | / f l /J; „j 

• > T p « 2 . 

Отсюда следует, что 

d(l% c") = inf | |T |H|T- 1 | |>Tp" '^ ( 1 < р < 2 ) . 
т 

Используя предложение 2, получаем, что 

(13) 

d(ln
q, 1")>ГРп2 (р = ~ ^ р 2 < < / < о о ) . (14) 
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Пусть теперь l ^ P i ^ 2 ^ p 2 ^ ос. Применяя соотношение (13), Предло
жение 1 и теорему 1, имеем: 

d(ln сп\ г п 2 х 1 

d (С О > ^fj- > ^ - = ГР1п~ ~ ~. 

С другой стороны, применяя неравенство (14) и теорему 1 и полагая 
Р2 

Р 2 —1 имеем: 

и(in in\ ч t
n 1 1 

/г Pi 

{ I JL - - - I 
Итак, в обоих случаях получаем, что d (/£, l"2) > max \тР1п 2 Р* Чр, п*3* 2 }. 

Теорема 2 доказана. 
Отметим, что C P f / l < l + | / 2 . Поэтому из доказанных теорем вытекают 

следующие утверждения. 
С л е д с т в и е 1. Если l < j p i < ^ 2 < ^ p 2 ^ °°> m o 

_ m a x \ n 2 p^n^ 4<d(ln
pv / £ ) < ( 1 + У"2) max \n2 * , / i * 2 } . 

С л е д с т в и е 2. Для любых р±>\, р 2 > 1 ^ t ^ X C + l ^ ) / " -

Применим доказанные теоремы к оценке абсолютных проекционных кон
стант пространств 1р ( абсолютной п р о е к ц и о н н о й к о н с т а н т о й ба
нахова пространства Р называется величина А,(Р) = supA,(P, В), тле В 

в 
пробегает всевозможные банаховы пространства, содержащие Р как подпро
странство, а А,(Р, В) = irif || А ||, где Л пробегает всевозможные операторы 

А 
проектирования из В на Р). Имеют место соотношения (см. [3]) 

^(Pi)<d(PbP2)l(P2), (15) 

Ц с л ) = 1 (л = 1 , 2 , . . . ) . (16) 

Из соотношений (15), (16) и теорем 1—2 вытекает 

Т е о р е м а 3. Если 2 < р < ос, то Х(1п
р) < / г р ( л = 1 , 2, . . . ) . £сла 

1 < р < 2 , тоХ(1п
р)^Ср,п У~п (п = 1 , 2 , . . . ) , гЗв 

1 npun=2k ( f e = l , 2 , . . . ) , 
Ср,я = { 2_=£_ 

(1 + У 2) Р пра остальных п. 



О расстояниях между конечномерными аналогами пространств Lv 489 

С л е д с т в и е . Для любого р (1<^р<]оо) 

Отметим, что Б. Грюнбаум [3] нашел точное значение для Я (/J*), а так
же получил оценку для А,(̂ )> несколько лучшую, чем оценка к(1")^Уп. 

(Поступила в редакцию 3/VI 1965 г.) 
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