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Операторные базисы 
в пространствах Банаха 

В. Ф. Гапошкин (Москва) и М. И. Кадец (Харьков) 

Согласно известному определению И. Шаудера [3] система {х^Т=1 эле
ментов банахова пространства Е называется базисом, если каждый эле
мент х^Е разлагается в ряд 

00 

сходящийся к х, причем разложение единственно. Наряду с исследованием 
свойств базисов ряд авторов занимался обобщением этого понятия. Так, 
А. И. Маркушевичу [4] принадлежит понятие «базиса в широком смысле 
слова»*; В. Я. Козлов [5] и Гельбаум [6] независимо друг от друга ввели 
«базисы суммирования» **; ряд свойств этих базисов был исследован в ра
боте [7]. Последнее определение представляется полезным в том отноше
нии, что оно существенно расширяет класс систем, по которым можно эф
фективно разлагать элементы банаховых пространств. 

Однако, как показывает следующее предложение, понятие базиса сум
мирования не является достаточно общим: Для каждого не безусловного 
базиса {xk}T=i существует такая перестановка его членов, что получен-
ная последовательность не будет базисом суммирования ни при каком 
методе Теплица. 

00 

Действительно, найдутся элемент х = V akxk и линейный функционал f> 

оо 

такие, что ряд f(x) = y] akf (х£) сходится не абсолютно. Переставим чле-

ны этого ряда так, чтобы он сходился к числу, отличному от f(x). Соот
ветствующая перестановка членов базиса и будет требуемой последователь
ностью. 

Данная статья является дальнейшим естественным продвижением по 
пути обобщения понятия базиса. Пусть {Xk}kLi — полная система элементов 
банахова пространства Е. Линейную оболочку первых п элементов этой си
стемы будем обозначать через Хп. 

* «Базисом в широком смысле слова» называется любая полная минимальная систе
ма с тотальной сопряженной системой. 

** Для базиса суммирования все ряды (1) суммируются некоторым линейным методом 
Теплица Т — || ink \\кх. 
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О п р е д е л е н и е 1. Система {xk)T=i называется о п е р а т о р н ы м ба
зисом, если найдется последовательность линейных операторов Тп, обла
дающая следующими свойствами: 

1) Каждый оператор Тп действует в соответствующем Хп\ 
2) TnXk-+ *k (*=1 ,2 , . . . ) . 

п-юо 
3) Для каждого элемента х^Е существует единственное разложение 

оо 

*~2 akXk 

такое, что 
lim TnSnx = х, 

где 
п 

Snx = 2 akXk. 
k=l 

Сделаем несколько замечаний. 
З а м е ч а н и е 1. Из условия 2) и единственности разложения следует 

линейная независимость системы {^}£=i. 
З а м е ч а н и е 2. Условие 2) естественно наложить не только для того, 

чтобы разложение каждого элемента системы {Xk} совпадало с этим эле
ментом, но и потому, что системы, удовлетворяющие лишь условиям 1) и 3), 
могут не являться минимальными системами. Пусть, например, {Xk}T=i — 
любая линейно независимая, но не минимальная система в гильбертовом 
пространстве. Пусть система {4} получается из {xk} процессом ортогонали-
зации Шмидта. Определим операторы Тп при помощи соотношений: 

Tnxk = lk; 1 < & < д ; /1=1,2, 
п п 

Если ak = (х, lk) (k = 1, 2, . . .) и Snx = ^ akxk, то TnSnx = ^ я*4-» х, 
k=i k=i 

оо 

и подобное разложение х—V а&х& единственно. 
/ г = 1 

З а м е ч а н и е 3. Класс операторных базисов включает в себя, в част
ности, все базисы суммирования, соответствующие линейным методам Тёп-
лица с матрицами Т = || tnk ||, tnk = О (£ > п). 

З а м е ч а н и е 4. Дальнейшее обобщение определения 1 заключается во 
введении кратных операторных базисов. Приведем, например, определение 
двойного операторного базиса. Система {Xk}kLi называется д в о й н ы м 
о п е р а т о р н ы м базисом , если существует двойная последовательность 
линейных операторов {Тпт} такая, что: 

1) операторы ТПт (л = 1 , 2, . . .) отображают Хт в себя; т = 1, 2, . . . ; 
2) lim lim Tnmxk = xk, & = 1 , 2, . . . ; 

я-юо га-юо 
3) для каждого х £ £ существует единственное разложение 

оо 

х~ 2 ЯЛ 
£ = 1 
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такое, что 
lim lim TnmSmx = х. 
/г-»оо т->со 

Частным случаем подобных систем являются базисы суммирования с лю

бой матрицей Теплица Т = ||*Л*Ц; Для н и х Tnmxk = ( ^ tnp\*k- Свойства 

кратных операторных базисов подобны свойствам операторных базисов; во 
избежание громоздких доказательств мы будем вести все изложение при
менительно к операторным базисам. 

Т е о р е м а 1. Каждый операторный базис является минимальной си
стемой*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим пространство Л, состоящее из всех 
последовательностей коэффициентов а = {ак (x)}T=i разложений (1) элементов 
х б Е. Это — линейное пространство с обычным определением сложения эле
ментов и умножения их на скаляры. Введем обозначение: TnXk = х{^ (ft <; п). 
Согласно условию 2) 

xin)->xk (ft = 1 , 2 , . . . ) . (2) 

Так как согласно условию 3) 
•TnSnx-*x, (3) 

я->оо 

то в пространстве А можно ввести топологию с помощью счетного числа 
полунорм: 

|| а (х) 1|(0) = sup 1| TmSmx ||; 

ie(*)H(n) = SUp 2 asx 
(n) 

s-^s ( n = l , 2 , . . .)• (4) 

Проверим полноту пространства А. Пусть а(р) = {ak (x(-p))}'j?=1 = {alP)}, и 

Ца (р)-а<<7)1| (п) -* 0 (n = 0, l ,2 , . . .)• (5) 
p, q-+oo 

Заметим прежде всего, что из соотношения (3) следует неравенство 

IMKfa(*)||(0). (3') 
Поэтому из соотношения (5) вытекает, что х{р) —> х, х£Е. Покажем, что 

р-нэо 

справедливы соотношения: 

а^ — аТ -> 0, ft =1 ,2 , . . . . (6) 
р, q-±co 

Фиксируем любое ft. Так как элементы xs, s = 1, 2, . . . , ft, линейно независи
мы, то из соотношений (2) следует, что при л > я* элементы х[п\ х[п\' . . . , х{

к
п) 

* Т. е. существует сопряженная система {fk}^v fk £ £> /&(*/) = ^kj" 
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тоже линейно независимы. Из соотношения (5) следует, что 

s = i "• « - к и 

Тогда, как известно (см. например, [9]), при s = 1, 2, . . . , k 

р, q—>oo 

Из соотношения (6) вытекает, что существуют числа ak такие, что 

a{
k
p) — ak -* 0 (k= 1,2,...). (7) 

р-+оо 

Осталось показать, что а = {а^Т=1^Л и \\а{р)— а ||(Л) —> 0. Введем 
р-^оо 

обозначение 5Я = У акхк и покажем, что T„S„ -> я. Имеем: 

!! TnSn - х |! = |! г Д г - Г Л х ( р ) || + || Т ^ х ^ - *(р) |] + |1 хр - х \\, (8) 

Из соотношений (4) и (7) следует, что при /?>р0(е) и при всех я 

т я т 9 г ( р ) II — 2(а*-4Р))4л < — ^ 3 

Выбирая сначала достаточно большое р, а затем N, получим, что при 

\\TnSn — x^ < е, 

т.е. TnSn->x, откуда следует, что ak = ak(x), т.е. а б А. Заодно мы по
лучим, что || а{р)— а ||(0) -> 0. Соотношения ||а(р) — а||(/г) —> 0 получаются 

р-*оо /?-»оо 

из соотношений (5) очевидным предельным переходом. Итак, А — полное 
пространство типа (F). Так как отображение х++а(х) взаимно однозначно 
и, в силу соотношения (3'), непрерывно в одну сторону, то по теореме Ба
наха (см. [8], стр. 111) мы получаем, что 

||а>)|| («)<Л1л | |х11 (п - 0 , 1,2, . . . ) . (9) 

Отсюда, снова пользуясь линейной независимостью элементов х[п\ . . . , xin) 

при n^rik, определением п-и полунормы и леммой из книги [9], мы полу
чим, что 

\ak(x)\^Mk\\x\\ ( fc=l , 2, . . .) (Ю) 

для всех х б £, где Мк— некоторые константы. Так как, очевидно, ak (xj) = ду, 
то теорема 1 доказана. Будем обозначать сопряженную систему функ
ционалов через fk. 

Т е о р е м а 2. Линейная оболочка Г системы {fk}, сопряженной к опе
раторному базису, является нормирующим множеством. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Линейное множество Г С Е называется нормирую
щим, если 

inf sup f{x) > 0 . 
xeEfzv IU II ||/II 

Согласно теореме Банаха ([1], стр. 181) множество будет нормирующим в 
том и только том случае, если ^каждый линейный функционал f £ Е яв
ляется пределом слабо сходящейся последовательности срл £ Г: 

/(*) = Нтфл(л;) (*€£)> 
л->оо 

или, иначе говоря, если слабое производное множество 1\ совпадает с Е. 
Пусть {4у)}" /=1 — матрица оператора Тп в базисе {Xj}?=1: 

п 

Tnxi ~-= 2 й?х1 (i<n; п=\,2, ...). 

Для произвольного f^E образуем последовательность Ф«6Г: 

Так как фя (х) = f (TnSnx), то соотношение ф„ (х) -> f (x) следует из соот-
Я - К Х ) 

ношения (3). 
З а м е ч а н и е 5. Из наших рассуждений вытекает, что для последова-

п 
тельности операторов {Т„}, Tnfj = 2 4/V* (/ ^ п)> и Для любого f ££ , 

k=i 
оо я 

f ~ 2 f (**)/*» ^ = 2 /(х*)^> имеем: T*n~Snf-> f, T„f/ -> f/, где сходи-
, , AZ-ЮО Я - > 0 0 
& = 1 / t = l 

мость понимается как слабая сходимость функционалов. Однако отсюда, 
вообще говоря, не следует, что система {/&} является операторным бази
сом в Г. 

Т е о р е м а 3. В сепарабельном гильбертовом пространстве Е каж
дая полная минимальная система {#&}£=! с полной сопряженной си
стемой {ydkLi есть операторный базис. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 
00 

* ~ 2 (*' y^Xk-
k=l 

Для данного п определим множество Zn элементов г таких, что 
(г, yk) = (х, yk) (k = 1, 2, . . . , п). (11) 

В частности, Zn содержит элементы х и Snx. Элемент множества Z„, имею
щий наименьшую норму, обозначим через QnSnx. Очевидно, что QnSnx яв
ляется ортогональной проекцией любого элемента х £ Zn на линейную обо
лочку Yn элементов {yk}k=i- Так как множество {yk)h=i полно в Я, а по
следовательность QnSnx ограничена ( |1Q/IS/I*1|< ||x||), то из равенства (11) 
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следует слабая сходимость последовательности QnSnx к элементу х. Из 
того, что 

ел 

QnSn*-+x; \\QnSnx\\^\\x\\, 
следует сильная сходимость 

lim QnSnx = х. 

Рассмотрим теперь ортогональную проекцию PnQnSnx элемента QnSnx на Хп. 
Последовательность PnQnSnx сходится к х: 
II х -PnQnSnx || < || х-Рпх || + || Pnx~PnQnSnx || < || х-Рпх || + || x—QnSnX Ц. 
Таким образом, система {хк}™=1 есть операторный базис, причем оператор 
Тп есть произведение двух проекторов 

Теорема 3 по существу содержится в работе С. С. Левина [2]. Возникает 
вопрос, существует ли в пространстве Банаха полная минимальная си
стема с тотальной сопряженной, не являющаяся операторным базисом. Для 
ответа нам потребуется предложение о биортогональных системах в про» 
извольном линейном пространстве. 

Т е о р е м а 4. Пусть Е— линейное пространство', 
х±, х2, х3, . . . (12) 

— линейно независимая система его элементов. Пусть далее 

h,h,f»... (i3> 
— тотальное линейно независимое множество линейных функционалов, 
определенных в Е. Линейную оболочку множества (13) обозначим через Т. 
Допустим еще, что последовательность (12) тотальна относительно Г 
{это значит, что функционал f, аннулирующий все х& есть тождест
венный нуль). Существует минимальная система {yk}T=i с сопряжен-

k 
ной {<Pfc}S£=i, такая, что Ук~У] ос&-#/(& = 1 , 2, . . . ) , а линейная оболочка 

i=i 

множества {Ф&}£=1 совпадает с Г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем следующий процесс биортогонализации. 

В последовательности (13) возьмем первый элемент, не аннулирующий Хи 
обозначим его через tpi. Построим линейную комбинацию элементов х± и х2, 
такую, что 

%(an*i + *2) = 0. (Hi) 
Введем обозначения: хг = уъ anXi + х2 = у2. Из множества /&, оставшегося 
после удаления tyl9 выберем первый элемент, не аннулирующий у2\ обоз
начим его через i|)2. Построим линейную комбинацию элементов уъ у2 и х3, 
такую, что 

Ь (a2iyi + а22у2 + х3) = 0; я|>2 {а21у± + а22у2 + х3) = 0. (142) 
Введем обозначение: а21уг + а22у2+х3=уг. Из множества /ь оставшегося после 
удаления if>i и я|э2, выберем первый элемент, не аннулирующий у3; обозна-
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чим его через г|з3. Описанный процесс продолжим неограниченно. Выбор 
функционала % каждый раз возможен в силу тотальности множества (13). 
Система уравнений (14 )̂ при любом k имеет единственное решение {а&у}у=1. 
Покажем еще, что будут использованы все \& Допустим, что множество 
{fn }JL1 останется неиспользованным, и рассмотрим его первый элемент fni. 
В процессе биортогонализации 'наступит такой этап, после которого функ
ционал fni станет первым в последовательности, оставшейся от (13) после 
удаления из нее г|)ь г|з2, • • •> tym (m — номер указанного этапа). Наше до
пущение означает, что fПх аннулирует все элементы х& кроме, быть может, 
тех, которые уже были использованы: 

М**) = 0 (k = т + 1 , т+ 2, . . . ) . (15) 

Так как система (12) тотальна относительно Г, то из соотношения (15) 
следует, что fni есть линейная 'комбинация элементов ^ъ г[)2, . . . , 'фт, а 
это противоречит линейной независимости системы (13). Итак, из системы 
(12) мы получили путем треугольного преобразования последовательность 

Уъ Уъ Уз> • • •> 

а из системы (13) с помощью перестановки — последовательность 

%, ih, Фз» ••••' 
Элементы этих последовательностей связаны соотношением 

%Ы=^0; % Ы - 0 (i<ft; fe=l,2, ...). 
k 

Определим еще последовательность ф̂  = ^ Р*/% и з Уравнений 

<Pk(yj) = bki (j < k\ k = 1, 2, . . .) 

и получим требуемую систему 

Уъ уг2, • •. ; Фь ф2, . . . ; 4>k(yj) = бл/. 

Т е о р е м а 5. Если в банаховом пространстве есть тотальное, но 
не нормирующее множество линейных функционалов, то в этом прост-
ранстве существует полная минимальная система с тотальной со
пряженной, не являющаяся операторным базисом. 

Эта теорема является следствием теорем 2 и 4. 
В рефлексивном пространстве каждое тотальное множество является 

нормирующим. Пример тотального, но не нормирующего множества в про
странстве (с) построен С. Мазуркевичем (см. [1], стр. 178). Неизвестно, су
ществует ли такое множество в любом нерефлексивном пространстве. 

Поскольку последовательность операторов Тп, обладающих свойствами 
1) — 3), можно задавать с помощью совокупности матриц \\t{kp ||£,p=i 
( д = 1 , 2 , . . . ) , то по аналогии с определением безусловного базиса можно 
ввести следующее определение. Операторный базис {x&}&Li называется б е з-
у с л о в н ы м , если любая его перестановка {x'k}T=i является операторным 
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базисом относительно операторов {Тп}, матрица каждого из которых в ба
зисе {x'k}T=i совпадает с || t{$ |.£ р=1. 

Т е о р е м а 6. Каждый безусловный операторный базис является без
условным базисом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если бы система {xk}(^=1 не являлась безуслов
ным базисом, то некоторая ее перестановка не была бы базисом. Предпо
ложим для упрощения обозначений, не ограничивая общности, что сама 
система {хк}^=1 не является базисом и что | | ^ | ! = 1 (&=1,2, . . . ) . Тогда 
не существует такой константы М, что 

| 2 fk(x)xk\\^M\\x\l x£E, / г - 1 , 2 , . . . . 

Поэтому можно последовательно выбрать такие натуральные числа я/, 
п1+1 — п/ > пН1 (/ > 1), п0 = 0, и такие элементы yh || yf | | < -г-, / = 1,2,..., 
что 

sup 
Лу_1+К&<лу 

Введем обозначения: 

У1= 2 ft(yi)xt> 

2 №)*/ 
/=/*/_!+! 

2 //(у/)̂ - = 27 . (16) 

Zy — 2J aiXi, 
*=лу_1+1 

= 27, ai=fi{yi) (nHl+\<i^lj), j = 1, 2, . . . , 

остальные а;- =0- По условию система {x/j£Li является операторным ба
зисом относительно некоторой последовательности операторов Тп, за
даваемых в базисах {xk}k=i матрицами {tif}k, /=i. Из определения опера
торного базиса и минимальности системы {х^} вытекает, что 

6ц. (17) An) 
Щ 

Поэтому, используя равенство (16) и свойство 2) операторного базиса, 
можно выбрать такое птх = къ kx > ll9 тг > 1, что: 

7 V i l | > °~ (18i) 

(19i) 2KI 2 1'П<+ 
/=1 s = / t + l 

Будем одновременно строить перестановку системы и ряд для некоторого 
х' £Е по этой перестановке, не суммируемый с помощью соответствующей 
последовательности операторов. Будем называть «отрезком» [/?, q] совокуп
ность элементов системы с номерами от р до q. Тогда первые /гШ1+1 чле
нов перестановки будут иметь вид: 
11, h] [nmt +l9nmi + n1 — /i] [Aii + 1 , nmi] [/i + 1 , AZI] [nmi + ni — /i + 1 , nmi+1]. 
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Образуем соответствующие члены ряда: 

а1х1 + . . . + ahxh + 0 + . . . + 0 + а/1+1*/1+1 + . . . + аП1хП1 + 0 + . . . + 0. 
kx—U 

nm1-\-i—kt—nl-{-i1 

Тогда, обозначая частные суммы этого ряда через Si, а соответствующие 
операторы — через Т\, мы получим, что 

TktSkx — TktSkt \\ — 
h kt h kx 

1=1 s=l 

fix 
(kx) < 

i=l s = l 

^Щ 2 tts(*s-Xs) 
1 = 1 S=/i+l 

(20i) 

(21i) 

(22i) 

Поэтому, в силу соотношений (18х) и (20i), 
цт;^ц>1. 

Рассмотрим теперь систему, в которой на местах от nmt+1 + 1 и далее 
стоят члены системы {**}^mi+1+i в и х с т а Р 0 М порядке, а первые nmi+1 

элементов образованы только что описанным образом. 
Эта перестановка системы {х$ является базисом относительно после

довательности соответствующих операторов Тп. Поэтому, снова используя 
соотношение (16) и свойство 2) из определения операторного базиса, 
можно выбрать k2 = nm2, m2> m1 + 2, так, чтобы выполнялись неравенства 

lin2(yi + Z m i + 2)l l>2m '+ 2-{ (18,) 
и 

lmx-\-2 пШх-\-2 . 

2 lfl/l 2 \Ф]\<-т- <19*) 

Образуем элементы переставленной системы с номерами от nmi+i + 1 
до nma+1: 

[Птх-\-1 + 1» 1тх-\-Л [пт2 + 1 > Пт2 + ^Ш!+2 — ^ + 2 ] [^тг+2 +1> ^т 2 ] 

[^тх+2 + 1 » птх-\-Л \птг Л~ ^mt4-2 — ^ + 2 + 1» nm2+i\-

Соответствующие члены ряда будут иметь вид:. 

• 2 - 1 mi+2 

+ а^т1+2+1Л:/т1+2+1 

Мы получим: 

а"тх+гХпт1+2 + 0 ' 0. 
;т2+1~А2~"лт1+2+/т1+2 

$k2 — У\ + Zm!-f2> 
_ /т1+2 птх-\-2 . 

itfcls;,-T;xii<2 2 i°/i 2 \№\<{ 
;=1 S=/m i + 2+l 

(200 

(21.) 
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поэтому из соотношения (182) следует, что 
| | n 2 S ; 2 l | > 2 ^ + 2 - l . (22a> 

Продолжая описанный процесс неограниченно, мы получим такую пере
становку {Xk} системы {xk} и такой элемент 

00 1 
X' = У1 + Ут1+2 + Ут2+2 + • • -, || X' | | < У] "Г- = 1, /И/+1 — /Я/ > 2, 

что для соответствующих операторов 7/ и частных сумм S,'(xr) будут вы
полняться неравенства: 

' \\T'knS'kn\\>2m™+1 - \ ->оо (22я> 
Я-)00 

К = — 1). 
Соотношения (22„) показывают, что данная перестановка не является 
операторным базисом, а это противоречит нашим предположениям. Теорема 6 
доказана. 

Как следует из теоремы 3, теорема 6 перестает быть справедливой^ 
если в определении безусловного операторного базиса не требовать, чтобы 
система матриц \\t(

k?\\k,j=i(n = 1, 2, . . . ) была одной и той же для всех 
перестановок системы {xk}T=i-

В заключение отметим, что вопрос о существовании операторного ба
зиса в произвольном банаховом пространстве остается открытым. 

(Поступило в редакцию 25/XI 1960 г.) 
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