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ГЕОМЕТРИЯ НОРМИРОВАННЫХ ПРОСТРАНСТВ 

М. И. Кадец 

Последние годы ознаменовались бурным развитием теории 
нормированных пространств. Возникли и обособились новые 
разделы этой теории, обогатилась новыми существенными фак­
тами теория классических банаховых пространств С и Lv. По­
лучен ряд замечательных результатов, «закрывающих» многие 
вопросы, поставленные еще при возникновении функциональ­
ного анализа. 

Возрастание интереса к различным вопросам теории норми­
рованных пространств сопровождалось опубликованием значи­
тельного числа специализированных монографий ([31, 108, 136, 
138] и др.) и обзоров (.[20,26,28,33, 102] и др.). 

Настоящий обзор опирается в основном на литературу, про­
реферированную в РЖ Математика в 1970—1974 гг. Материал, 
собранный в обзоре, освещает круг вопросов, которые можно 
охарактеризовать как «конечномерность и ее отражение в бес­
конечномерном». Обзор разделен на три параграфа: конечно­
мерные нормированные пространства, финитная представимость, 
базисы в пространствах Банаха. 

§ 1. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ НОРМИРОВАННЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Наиболее простым объектом функционального анализа мож­
но считать конечномерные нормированные пространства. Мно­
гие трудные вопросы теории бесконечномерных нормированных 
пространств оказываются в случае пространств конечномерных 
либо тривиальными,; либо бессодержательными. Действительно, 
все конечномерные пространства рефлексивны (и даже супер­
рефлексивны); все они имеют базис, являющийся безусловным; 
любые два из них изоморфны в том и только в том случае, если 
имеют одинаковую размерность и т. д. Однако почти любой 
вопрос теории бесконечномерных пространств может получить 
содержательную трактовку в рамках теории конечномерных 
пространств, если удачно сформулировать количественный про-
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образ этого вопроса. Так, например, вопрос о дополняемых под­
пространствах банахова пространства в конечномерной трактов­
ке сводится к вычислению или оценке проекционных констант, 
вопросы изоморфной классификации банаховых пространств — 
к вычислению расстояний между ними, теория абсолютно сум­
мирующих и ядерных операторов — к вычислению соответст­
вующих норм тождественного оператора, действующего в дан­
ном пространстве. 

Вычисление количественных характеристик конечномерных 
пространств требует привлечения разнообразных методов: неко­
торых приемов оптимального программирования, теоретико-
групповых соображений, использования специальных неравенств 
и интегральных представлений и др. 

1.1. Некоторые вспомогательные средства теории конечно­
мерных пространств. 

1.1.1. Базис Ауэрбаха. Так называется базис {ek}i я-мерного 
нормированного пространства, удовлетворяющий следующему 
условию: для всех наборов коэффициентов {ак}\ 

max |дА| < | 2 ЯЛ || < 2 W • 
Базис Ауэрбаха существует в любом /г-мерном пространстве. 
С его помощью просто доказывается дополняемость каждого 
^-мерного подпространства в любом объемлющем пространстве. 
(см. [6], стр. 260). 

1.1.2. Система Джона. Для любого /г-мерного нормирован­
ного пространства X существует линейный обратимый опера­
тор Т:Х-*12П), обладающий следующими свойствами: ||7,~1]|--=1; 
существуют натуральное s m<s<-——^—-), элементы {yr}ic 
с/?) и положительные числа {\}i такие, что (j//r]J==j|7,'"1i/r)j=-= 
— \\Т*уг\\ = 1» и для любых и, г»еЙя) справедливо тождество 

Системой Джона мы назовем систему элементов хг — Т~гугвХ. 
линейных функционалов fr=T'*yr£X* и чисел \ г Свойства 
этой системы {xft, /r, \г} описываются следующими формулами 

/ (х)=2 К/г (*) f (xr) (хех, /ех*у, 
МН1Л1Н-; 2х,-=Л;Л<1; 
2^/2C*,)<ll/ll2; 2xr/?(*)<*f. 

Система Джона применяется при вычислении многих характе­
ристик конечномерных нормированных пространств. Перво­
начально она возникла в связи с задачей об эллипсоиде 
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минимального объема, описанном вокруг данного тела (см. 
121, 66]). 

1.1.3. Неравенство Хинчина. Пусть х={хъх2, .. .,хп}-~ 
произвольный набор действительных чисел. Образуем величину 

1/р 
(l{le}/?<oo). К(х,р)= 2~п2 2 VJ 

-* 7-1 

р~ 

_ 
где внешняя сумма берется по всем наборам коэффициентов 
а_-==+ 1. Эта величина очевидным образом трактуется в рам­
ках теории вероятностей. С точки зрения теории нормирован­
ных пространств это норма в «.-мерном линейном пространстве. 
Неравенство Хинчина имеет вид: 

К~р
1УЩ<К{х, р)<КРУЩ. 

0 наилучших значениях коэффициентов Кр и ~Кр известно 
следующее: У 2 {le} ATi < —; /^2.=д2—=1; КР = \ при /?>2. 
Кр = \ при /?<2. Особенно интересным представляется вы­
числение точного значения К\. Одно из применений неравен­
ства Хинчина— вычисление расстояний между пространствами 
1р. 

1.1.4. Неравенство Гротендика. Пусть A = (aij) (l<j</7z, 
1 <j<n) — произвольная матрица с действительными элемен­
тами. Образуем величину 

ll-AIHsup^-ty-YV ( | * , |<1 ; h / [ < l ) . 
t,x 

Неравенство Гротендика имеет вид 
2<M*i» У]ХКв-\\А\\, 

где xt и у у— произвольные нормированные элементы действи­
тельного гильбертова пространства. Точное значение KG (кон­
станта Гротендика) неизвестно. Установлено лишь неравенство 
-пг/2<:/TG-<shтс/2. При /?—=1 неравенство Хинчина К\ХУ ЪА< 
</С' {х, 1) является частным случаем неравенства Гротенди­
ка. Оно получается, если в качестве матрицы А взять мат­
рицу 

A = (atJXj) ( K i < 2 " , 1<У<л), 
строки которой представляют собой векторы {±хи ±x2t ... 
. . . , ±хпу, взятые со всевозможными наборами знаков + 1 . 
(См. [104, 108]). 

* Недавно студент Варшавского университета Шарек (Szarek) доказал, что 
/<"••—У2 {примечание при корректуре). 
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1.1.5. Теорема Дворецкого. Каково бы ни было нату­
ральное п и е>0, найдется число N=N(ti, в), обладающее 
следующим свойством. Каково бы ни было ./V-мерное нормиро­
ванное пространство _, в нем найдется /г-мерное подпрост­
ранство X, являющееся «почти евклидовым» в том смысле, 
что d(X, l[2n))<\+£. 

Для достаточно больших значений п справедлива оценка 
N(n, e)<exp{C-^-- . /z}, 

где С —абсолютная константа. Это неравенство в определен­
ном смысле точно [27]. 

Из теоремы Дворецкого выводится следующее полезное 
предложение о почти ортогональных подпространствах. 

1.1.6. Теорема [28]. Пусть Е—-бесконечномерное нор­
мированное пространство; X—Q.TO конечномерное подпрост­
ранство. Для любого натурального п и Е > 0 в Е найдется 
я-мерное подпространство Y такое, что 

\\х + у\\>(\-е).тах{\\хЦ,\\у[\} (xQX, у$Г). 
1.2. Компакт Минковского $ЮЯ. Зафиксировав натураль­

ное п, рассмотрим совокупность всех /г-мерных нормирован­
ных пространств. Пусть X и .Г—два из них. Хорошо извест­
но, что между ними можно установить изоморфизм, т. е. 
линейное биективное и в обе стороны непрерывное соответст­
вие. Мерой близости X и Y принято считать расстояние 
Банаха —Мазура 

й(Х,У) = Ы\\Т\\.\\Г*\Ъ 
где Т пробегает все изоморфизмы между X и Y. Логарифм 
дистанции является метрикой и превращает совокупность 
л-мерных нормированных пространств в метрический компакт 
Шп, который мы будем называть компактом Минковского, в 
связи с тем, что сами конечномерные нормированные прост­
ранства называют пространствами Минковского. Для ком­
пакта Минковского, как и для любого метрического компак­
та, возникают следующие естественные вопросы: вычислить 
диаметр и радиус 

d(Шп) = sup d(X, Y); г №п)=Ы sup d(X, Г), 
X, Y X Y 

вычислить е*энтропию. 
1.3. Расстояния между некоторыми пространствами 

Минковского. 
1.3.1. Каково бы ни было пространство XQ$ftn, 
diXtt^KVEicu. [7,21]), 
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причем эта оценка точна; знак равенства достигается, на­
пример, для X — l{n). Отсюда и из неравенства треугольника 
для любых X и Г из 59Jn следует оценка 

d(X,Y)<n. 
Вопрос о точности этой оценки остается открытым; неиз­
вестно даже, можно ли понизить показатель степени при п. 
Неизвестны оценки сверху для d(X, l[n)) и d{X,l(£>). Впрочем 
sup d (X, l[n)) == sup d {X, №) (Xe$fln), поскольку d {X, Y) = 
= d(X*, У*). 

1.3.2. Для /г-мерных координатных пространств lf] извест­
ны следующие формулы [10]: 

d(l{
p
n\l{

2
n)) = n}llp-m(\<p, q<2 или 2</7, ?<оо) , 

d{lf\ L{
q
n))xmax{nllp-ll\ п112^} ( 1 < / 7 < 2 < ^ < оо). 

С использованием теории гауссовых мер были получены' 
недавно оценки снизу для дистанций между некоторыми конеч­
номерными подпространствами пространств Орлича. 

1.3.3. Понятие расстояния Банаха—Мазура применимо и к 
бесконечномерным нормированным пространствам. Однако в 
этом случае может возникнуть несколько неожиданная ситуа­
ция: пространства X и У не изометричны, a d(X, У) =1. В этом 
случае пространства называются почти изометричными. Приме­
ры почти изометричных банаховых пространств построены до­
вольно давно, но насколько нам известно, нигде не публикова­
лись. Приведем здесь без обоснования один такой^ пример. За­
нумеруем рациональные числа интервала (1, "|/2); обозначим 
их {tn}', присоединив к ним какое-нибудь иррациональное число 
т из того же интервала, получим новое множество {rn} (~i=т, 
т-=-tn-i). В пространстве /2 введем две эквивалентные нормы: 

||х||г-=тах{[|х||; sup £„•[#„(}; ||х(|2 = тах{||х||; sup *п-\ап\}> 
п п 

где [|JC[[ — исходная норма 12, х = ^апеп. Пространства 
Хг = (12, ||-||i) и X2 = (l2, jf-ff2) не изометричны, но d(Xx, Х2)= 1. 

1.4. Меры симметричности пространств Минковского. 
1.4.1. Следующие понятия введены и исследованы в.[И]. 

Пусть JB=={gi} — базис в пространстве Минковского XQ®Rn. 
Определим линейный оператор gaQL(X), действующий ПО' 
правилу 

где а—некоторая перестановка отрезка натурального ряда 
[1;я]; пусть Ga{B)aL{X) — группа всех таких операторов. 
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Определим также оператор ga6L{X), действующий по пра­
вилу 

где {ai> —некоторый набор чисел +1; пусть Ga(B)aL(X) — 
группа всех таких операторов. Диагональной, координатной 
и' тотальной асимметриями базиса В назовем величины 

b(<B)^sup{\\g\\:geGa{B)}, 
*(B) = sup{\\g\\:geGa(B)}, 
a (£) = 8 (£)•*(£). 

Диагональной, координатной и тотальной асимметриями про­
странства X назовем величины 

о (X) = inf Ь (В); *{Х) = inf х (В); a (X) = inf a (В), 
где нижняя грань берется по всем базисам пространства X. 

В терминах асимметрий можно получить некоторые не­
равенства для дистанций, например, 

d (X, 1[п)) • d (X, Й?) < _ - ^ ± - • a (X) -п. 

1.4.2. В [75] введены другие понятия, описывающие степень 
симметричности пространств Минковского. Константой асим-
метрии s(Z) называется нижняя грань чисел {mu}, обладающих 
следующим свойством: существует группа G обратимых линейных 
операторов в X такая, что каждый оператор, коммутирующий 
со всеми gQG, имеет вид X.i (i—тождественный оператор), и 
SUP i\\g\\ : £б-} < ?• Ясно, что 5 {Х)> 1. 

1.4.3. Если s (Х')=\, то пространство называется достаточ­
но симметричным. Константу асимметрии можно представить 
в таком виде: 

s(X) = mi{d(X,Y):s (¥) = !}. 

Константы асимметрии связаны неравенством s ( ^ ) < a (X) 
причем существуют (даже двумерные) пространства, Для ко­
торых i=.s(:X)^a(X). 

1.4.4. В [77] рассматривался вопрос о поведении при /i-> oo 
константы асимметрии. Хам указана последовательность про­
странств Xn(6imXn=n) такая, что 

*(Хп)х8(Хп)жп114, 
и высказано предположение, что 

sn = sup {s(X)h:X&bny±0 (tf% 
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1.5. Проекционные константы. 
1.5.1. Пусть Z— произвольное пространство Банаха; X—еп> 

подпространство. Определим относительную проекционную кон­
станту 

X(X,Z)=mi\\Pl 
где Р пробегает все линейные операторы проектирования Z на 
X. Если таких проекторов нет (X не имеет дополнения в Z), то 
полагаем Х(Х, Z)==oo; впрочем, конечномерное подпространст­
во всегда имеет дополнение. 

1.5.2. Абсолютная проекционная константа пространства X 
определяется следующей формулой 

где Z пробегает все банаховы пространства, содержащие X в 
качестве подпространства. Если в качестве Z взять пространст­
во C(U*) всех непрерывных функций, определенных на единич­
ном шаре сопряженного пространства X*, то получим равенство 

ЦХ)-ЦХ,С(и*)), 
из которого выводится следующая формула для вычисления 
проекционной константы: 

X(.X)=* inf sup2ll/,![-|/WI. 

где верхняя грань берется по всем нормированным линейным; 
функционалам/6Х*, а нижняя грань —по всем конечным на­
борам frQX* и хг£Х таким, что для любого х£Х 

^/г(х)хг=х. 

Проекционная константа — непрерывный функционал на ком­
пакте Минковского, что вытекает из неравенства 

l(X)<X(V)d(X,V)t 

верного для любых конечномерных пространств одинаковой 
размерности. 

1.5.3. Для некоторых пространств Минковского известны 
точные значения проекционной константы. Например, [26]у 
[69]: 

M-t->)_<»-'LrK)~y~, (*-[-ЭД. 
*FJt. 

/л + 
V 2 

l{lW) = f;t(jC)>\, ъслй d{X,№)>\. 
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1.5.4. В связи с последними неравенствами возникает воп-
рос: существует ли (не зависящая от п) непрерывная моно­
тонная функция F(t) (1<£<оо), F(l) = l такая, что 

d(X,№)<F(k(X)) 
для всех конечномерных X? 

Введем обозначение: Xn = sup {X (X): XQ$fcn}. Грюнбаум ([7], 
стр 51) высказал предположение, что 

4=^хз==2"; К—у -^(л->оо). 
Последнее предположение оказалось неверным [32J: 

linP -•••Яд < / 0 ^/"JY-1^-. Л~2 w>^-vw>vi 
1.5.5. В [21] с привлечением системы Джона было'получе­

но неравенство 

\(Х)<УИ (хе®п)-
В [34] указан класс /г-мерных пространств, для которых 

знак < может быть заменен на <• Однако остается открытым 
вопрос: можно ли для всех Х<ёЩп ввести в правую часть 
неравенства коэффициент ЛГ<1? 

Отметим еще два предложения о проекционных констан­
тах подпространств в 1Х. 

1.5.6. Теорема [72]. Для любого я-мерного подпростран­
ства пространства 1Х 

~~~ЦХ)Жо1Уп. 

1.5.7. С л е д с т в и е . Для любого X£$Rn 

l{X)-X(X*)>KG1Vn: 

1.5.8. Теорема [32]. Пусть X и Y—«-мерные подпро­
странства в 1Х и X изометрично Т . Тогда 

\(X,lx) = l(Y,lx). 
В работах [18, 34, 75] и др. к вычислению проекционных 

констант применялся теоретико-групповой подход. Он оказался 
успешным в применении к пространствам, имеющим достаточ­
но богатую группу изометрий (в частности, к достаточно сим­
метричным пространствам). 

1.5.9. Отметим еще одно соотношение между расстояниями 
и относительными проекционными константами. Пусть •В— бес-
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конечномерное банахово пространство; для любого натураль­
ного п 

supd [х, lin))<{2siipl(X, Е)^ 

где X в обеих частях неравенства пробегает все /г-мерные под­
пространства в Е. Неизвестно, можно ли в правой части нера­
венства устранить коэффициент 2. На это неравенство (доказы­
ваемое с применением теоремы Дворецкого) опирается доказа­
тельство теоремы Линденштрауса — Цафрири (см. [20]). 
Неясно, можно ли получить аналогичные неравенства, заменяя 
12

{п) каким-либо 1р
{п). 

1.6. Абсолютно суммирующие и ядерные константы. 
1.6.1. Для l{le}/?<oo назовем р-абсолютно суммирующей 

константой кр(Х) пространства Минковского X выражение 

«р (X) = sup [{sum} || xt ||p/sup {sum} | / (xd \P^/P, 

где верхняя грань в знаменателе берется по всем нормиро­
ванным линейным функционалам /вХ*, a {xt} пробегает все 
-конечные наборы векторов из X. 

1.6.2. Назовем р-ядерной константой vp(X) выражение 

vp (X)=inf { ( S || / , U^'-sup [ S | / (xt) \pfy 

(il/ll--i.}+-V-i). 
где нижняя грань берется по всем конечным наборам {/i, xt} 
•таким, что для любого x{in}X 

Иначе говоря, ър(Е) (ур(Щ) есть /7-абсолютно суммирующая 
^-•-ядерная) норма единичного оператора, действующего в Е. 

1.6.3. Следующие соотношения получены в работах [36, 66]: 

1(Х)-щ(Х)>п', ^(Х) = п; K2(X) = v2(X)=V"ii; 

Vn<Kp(X)<.vp(X)<VJi, (1</?<2); 

VR<Kp(X)<b(X)<yH \2<p). 
С привлечением константы асимметрии получаются такие не­
равенства: 

X (X) • -! {X) <n(s {X)f\ n < «р (X) • v рО < п (5 {X)f. 
1Л. Внутренняя геометоия единичной сферы. 
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1.7.1. Шеффер [130] обратил внимание на интересный круг-
вопросов, возникающих в связи с понятием внутренней метрики 
единичной сферы. Пусть X — нормированное пространство, S — 
его единичная сфера. Внутреннее расстояние р(Х, Y) между­
точками х, у QS определяется как нижняя грань длин спрям­
ляемых кривых, соединяющих эти точки и целиком лежащих на 
сфере. С помощью внутреннего расстояния вводятся следующие 
числовые характеристики нормированного пространства. 

1.7.2. Внутренний диаметр — верхняя грань расстояний: 
между точками сферы: 

D(^)=supp(^, у) (х, yeS). 
х,у 

1.7.3. Полупериметр — верхняя грань расстояний между точ­
ками-антиподами на сфере: 

M(X) = supp{x, —х) (дгб-S). 
• х 

1.7.4. Полуобхват — нижняя грань расстояний между точ­
ками-антиподами на сфере: 

т(Х)=М р(х, —х) (x£S). 
X 

1.7.5. Между введенными величинами установлены сле­
дующие связи: для любого нормированного пространства 

2<m(X)</W(.Y)<D(X)<4; 
при этом существуют пространства, для которых M<D [128];; 
если пространство трехмерно, то M = D. 

Для двумерных пространств введенные величины совпадают: 
S^m(X)=M{X) = D(X)<4: {Х&Щ; 

при этом т(Х) = 3 в том и только в том случае, если единич­
ная сфера-правильный шестиугольник; D(X)=4: в том и 
только том случае, если сфера-квадрат (т. е. X=L{2) = L£)). 

Для- евклидова пространства любой размерности очевидно* 
m(E)=M(E)^D(E) = rz. 
Каждая из характеристик —непрерывный функционал Has 

компакте Минковского: 
\W(X)-4(V)\<6[d(X, Y)-\], (XrVe^n> У(Х)=т(Х) 
или М (X) или D (X)). 
Введем обозначение 
m*(n) = minm(X) (Xe«Sln); х 

оказывается [126], что 
/и*(2л+ 1) = /и*(2л) = 2 + 1 (л=1, 2, ...).. 
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Наконец, для верхней грани полуобхватов справедливо 
неравенство 

sup т(1)<Чт=--(Хе.-Жд ; /г=2,3,. . .) . 
х У log П 

Понятия диаметра, периметра и обхвата применяются также 
-и к изучению бесконечномерных нормированных пространств 
[131, 133, 134, 135]. 

§ 2. ФИНИТНАЯ ПРЕДСТАВИМОСТЬ 

2.1. Определения и некоторые факты. Многие свойства нор­
мированного пространства обусловлены наличием или отсутст­
вием в нем конечномерных подпространств определенного вида. 
Поэтому оказывается полезным понятие финитной (т. е. связан­
ной с конечномерными подпространствами) представимости од­
ного нормированного пространства в другом [90]. 

2.1.1. Опр еде л е н и е.''Пусть Я>1. Нормированное прост­
ранство Е называется Я-финитно представимым в нормирован­
ном пространстве X, если для каждого конечномерного подпро­
странства FcE найдется подпространство той же размерности 
Y аХ такое, что d(F, Y) <%. 

2.1.2. О п р е д е л е н и е . Пространство Е называется финит­
но представимым в пространстве л, если оно Х-финитно пред-
ставимо в X при любом Х>\. 

Многие известные факты теории нормированных пространств 
хорошо формулируются в терминах финитной представимости. 
Вот некоторые из них. 

2.1.3. Пространство k финитно представимо в каждом бес­
конечномерном банаховом пространстве (теорема Дворецкого). 

2.1.4. Каждое нормированное пространство финитно предста­
вимо в с0 (для каждого конечномерного подпространства най­
дется сколь угодно близкое к нему в смысле дистанции прост­
ранство, единичный шар которого — многогранник; последнее же 
изометрически вкладывается в с0). 

2.1.5. Каково бы ни было пространство X, второе сопряжен­
ное X** финитно представимо в X (следствие принципа ло­
кальной рефлексивности [108]). 

2.1.6. Пусть X — сепарабельное банахово пространство, Я-фи-
нитио представимое в /р; тогда X изоморфно некоторому под­
пространству YdLp [0,1 J, причем d(X, Y)<% [104]. 

2.1.7. Пространство с0 финитно представимо в квазирефлек­
сивном пространстве Джеймса/2 [71]. 

2.1.8. Недавно Б. С. Цирельсон [39] построил пример реф­
лексивного банахова пространства с безусловным базисом (обо­
значим его Ц) такого, что пространство с0 финитно представи­
мо в каждом его бесконечномерном подпространстве. Простран-
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ство Ц Не содержит подпространств, изоморфных IpiKpK00} 
либо Со и, следовательно, опровергает «основную структурную 
гипотезу» (![28], стр. 134]) теории банаховых пространств. 

2.1.9. В связи с примером Цирельсона возникает задача — 
охарактеризовать банаховы пространства, для которых «струк­
турная гипотеза» все же верна. Сюда относятся, например, не­
рефлексивные пространства с безусловным базисом. 

В терминах финитной представимости удается выделить раз­
личные важные классы банаховых пространств. Ниже мы рас­
смотрим некоторые из них. 

2.2. Суперрефлексивность. 
2.2.1. О п р е д е л е н и е [90]. Банахово пространство X на­

зывается суперрефлексивным, если никакое не рефлексивное 
банахово пространство Е не финитно представимо в X. 

2.2.2. Т е о р е м а [90]. Банахово пространство X супер реф­
лексивно в том и только в том случае, если никакое не рефлек­
сивное пространство не Я-финитно представимо в X ни при ка­
ком Я>1. 

2.2.3. Т е о р е м а [90]. Суперрефлексивность инвариантна по-
отношению к изоморфизму. Банахово пространство X суперреф­
лексивно в том и только в том случае, если X* суперрефлексив­
но. Все подпространства и факторпространства суперрефлек­
сивного пространства суперрефлексивны. 

Непосредственно из определения вытекает, что каждое су­
перрефлексивное пространство рефлексивно (обратное невер­
но); нетрудно показать, что, с другой стороны, каждое равно­
мерно выпуклое пространство суперрефлексивно. Энфло уста­
новил следующую глубокую связь между суперрефлексив­
ностью, равномерной выпуклостью и равномерной гладкостью. 

2.2.4. Т е о р е м а [57]. Следующие утверждения эквивален­
тны. а) Банахово пространство X суперрефлексивно; б) X изо­
морфно равномерно выпуклому пространству; в) X изоморфно 
равномерно гладкому пространству; г) в X можно ввести экви­
валентную норму, являющуюся одновременно равномерно вы­
пуклой и равномерно гладкой. 

Последнее утверждение является следствием теоремы Ас-
плунда (см. [28]) о «смешанных» эквивалентных нормах. По­
скольку равномерная выпуклость и равномерная гладкость ха­
рактеризуйся значениями соответствующих модулей выпуклости 
и гладкости 6(e) и p(t) (см. {28], стр. 76), было бы интересно 
попытаться придать теореме Энфло количественную трактовку. 
Вот первый существенный результат в этом направлении. 

2.2.5. Т е о р е м а [125]. Если банахово пространство X су­
перрефлексивно, то оно изоморфно равномерно выпуклому про­
странству, модуль выпуклости которого- удовлетворяет неравен­
ству 

6(e) >С&Р для некоторых С>0 и р>2. 
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2.2.6. Рассмотрим один удобный для применений критерий 
суперрефлексивности. Будем говорить, что банахово простран­
ство обладает свойством (7), если для каждого целого положи­
тельного п и каждого р 6 (0,1) найдется набор нормированных 
элементов {**}in — X такой, что 

1 т+1 
>р-п (т=\, 2, . . . , п). 

2.2.7. Т е о р е м а [92]. Банахово пространство суперрефлек-
сивно в том и только том случае, если оно не обладает свойст­
вом (/) . 

Свойство (/) возникло в связи с понятием обхвата единич­
ной сферы S банахова пространства. Так называется нижняя 
грань длин всех спрямляемых центрально симметричных кри­
вых, лежащих на 5. Обхват — одна из величин, введенных в 
[130] для описания внутренней геометрии единичной сферы. Не­
смотря на строго метрический характер определения обхвата, 
он в определенной мере оказывается инвариантным по отноше­
нию к изоморфизму. 

2.2.8 Т е о р е м а [92]. Обхват сферы равен 4 в том и только 
том случае, если пространство не суперрефлексивно: в против­
ном случае он строго больше, чем 4. 

Суперрефлексивность допускает также характеризацию в 
терминах базисных последовательностей. Вот одно из относя­
щихся сюда предложений., 

2.2.9. Т е о р е м а [91]. Суперрефлексивность банахова про­
странства X равносильна следующему. Какова бы ни была нор­
мированная базисная последовательность {ек} б X, найдутся по­
казатели г и s (Ks{le}r<oo) и коэффициенты 0<А<В<со та­
кие, что 

•421 ** 1Г]1,Г< ||2яйей||<В [ 2 К V* 

для любых наборов коэффициентов {ак}. 
Напоминаем, что базисная последовательность — это после­

довательность элементов, являющаяся базисом в замыкании 
своей линейной оболочки. 

2.3. Л-выпуклость. В связи с некоторыми вопросами теории 
случайных величин, принимающих значения в банаховом про­
странстве, Бек выделил класс В-выпуклых пространств Банаха. 
Впоследствии этот- класс подвергся интенсивному изучению в 
работах [67, 68, 71] и др. Оказалось, в частности, что класс 
--выпуклых пространств совпадает с классом «равномерно не 
/i» пространств, изучающихся Джеймсом. Приведем соответст­
вующие определения. 

2.3.1. О п р е д е л е н и е . Зафиксируем натуральное п>2 и 
е>0. Банахово пространство называется {п, е) -выпуклым, если 
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.для любого набора из п нормированных векторов {#i}in выпол­
нено неравенство 

min У а ^ г <й-(1-8) . 
a i = ± i " " 

2.3.2. Определение . Банахово пространство X назы­
вается 5-выпуклым, если оно {п, е)-выпукло для некоторых 
л>2 и е>0. В терминах дистанций -5-выпуклость равносиль­
на следующему: 

sup inf d (Еп, /J")) > 1 (En aX, dim En = ri). 
n En 

2.3.3. Определение . Для данного натурального п бана­
хово пространство X называется равномерно не /{") про­
странством, если 

inirf(.Яп, l\n))>\ (ЕпаХ, dimEn = n). 

В частности, при п=2 пространство X называется равномерно 
не квадратным, а при л=3—равномерно не октаэдральным. 

2.3.4. Определение . Банахово пространство X назы­
вается равномерно не 1г пространством, если 

sup inf d (Еп, /}">) = oo, (ЯдСХ, dim En=ri). 
n En 

2.3.5. Теорема [71]. Следующие утверждения эквивален­
тны: X /3-выпукло, X равномерно не h, h не является финитно 
представимым в X 

«Внутреннее единство» класса ^-выпуклых пространств ха­
рактеризуется следующим предложением. 

2.3.6. Теорема [67]. 5-выпуклость инвариантна по отно­
шению к изоморфизмам. Пространство X В-выпукло в том и 
только том случае, если 5-выпукло X*. Если X .S-выпукло, то 
/3-выпуклы все его подпространства и факторпространства. 

Непосредственно из определения следует, что каждое супер­
рефлексивное (но не каждое рефлексивное!) пространство В-
выпукло. Было высказано предположение, что каждое _-выпук­
лое пространство рефлексивно.' 

Нетрудно показать, что это предположение подтверждается, 
•если потребовать, чтобы X обладало безусловным базисом, или 
было бы банаховой решеткой [69]. Действительно, нерефлексив­
ное банахово пространство, удовлетворяющее одному из этих 
условий, содержит подпространство, изоморфное 1\ либо с0 и, 
значит, не может быть ^-выпуклым. 

Без дополнительных ограничений на природу пространства 
доказано, что каждое (2, е) -выпуклое пространство рефлексив­
но и что при е>0,25 рефлексивно каждое (3, -в) -выпуклое про­
странство [70]. 
112 



Доказаны следующие условные предложения. 
2.3.8. Т е о р е м а . Если каждое /3-выпуклое пространство ре­

флексивно, то класс Л-выпуклых банаховых пространств совпа­
дает с классом суперрефлексивных пространств. 

2.3.9. Т е о р е м а.,Если п>2 и е>0 и каждое (/г, s)-выпук­
лое банахово пространство рефлексивно, то каждое (п, е)-вы­
пуклое пространство суперрефлексивно. 

2.3.10. Предположение о рефлексивности всех 5-выпуклых 
пространств оказалось ложным: совсем недавно Джеймс по­
строил пример равномерно не октаэдрального не рефлексивно­
го банахова пространства. Это новое пространство Джеймса 
квазирефлексивно, однако оно существенно отличается от изве­
стного примера Джеймса (ср. 2..1.7). 

2.4. С-выпуклые банаховы пространства. 
2.4.1. О п р е д е л е н и е . Назовем, по аналогии с определени­

ем -В-выпуклости, банахово пространство С-выпуклым, если в 
нем финитно не представимо пространство с0. 

Класс С-выпуклых пространств, шире класса .5-выпуклых 
пространств; в него входит, например, пространство 1\. 

2.4.2. Т е о р е м а [67]. Банахово пространство X С-выпукло 
в том и только том случае, если 

supinfd(En, Щ))=оо (ЕпаХ, dim .£„==-/&). 
п. Еп 

2.4.3. С-выпуклые пространства имеют прямое отношение к 
теории безусловно сходящихся рядов в банаховом пространстве. 
Напомним, что ряд 1>хк называется безусловно сходящимся, ес­
ли он остается сходящимся после любой перестановки его чле­
нов; сумма его при перестановках не меняется. Ряд безуслов­
но сходится в том и только том случае, если для любого набора 
знаков <Xft=±l сходится ряд ЕаьЛ*. Орличу принадлежит следу­
ющее утверждение: если ряд Ъхъ. элементов из Lv безусловно 
сходится, то сходится числовой ряд 2il*fclls, где s = max(p, 2). В 
связи с теоремой Орлича естественно ввести следующие опре­
деления. 

2.4.4. О п р е д е л е н и е . Банахово пространство X принад­
лежит классу Ор, если для каждого безусловно сходящегося 
ряда в X сходится ряд 2||лУ--. 

Оказывается, что объединение всех классов Op(2{le}p<co) 
совпадает с классом всех С-выпуклых пространств. Если же 
банахово пространство X не С-выпукло, то для любого набора 
чисел th\0 в нем найдется последовательность элементов xh 
такая, что НАII-=-4 (&=1, 2 , . . . ) , и ряд Ихк безусловно сходится. 
Все это следует из рассмотрений [67] и [35] и следующей ха-
рактеризации С-выпуклых пространств. 

2.4.6. Т е о р е м а [113]. Банахово пространство С-выпукло 
в том и только том случае, если существуют показатель р и ко-
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эфф'ициент К такие, что для любого конечного набора элемен­
тов этого пространства выполнено неравенство 

п 

2 
г=1 

bxt. 

§ 3. БАЗИСЫ В ПРОСТРАНСТВАХ БАНАХА 

Теории базисов в банаховых пространствах посвящено очень 
большое число работ. Результаты, полученные до 1970 г., си­
стематизированы в чрезвычайно обстоятельной монографии Зин­
гера [138]. Отдельные вопросы теории базисов вошли в обзор­
ные статьи [26], [108]. 

Поэтому мы сможем сосредоточить внимание лишь на но­
вейших результатах, хотя для единства изложения нам придет­
ся упоминать об известных фактах теории базисов, часть кото­
рых стала уже классической. 

3.1. Основные определения и факты. Одним из методов ис­
следования бесконечномерного банахова пространства является 
приближение его (в том или ином смысле) конечномерными 
пространствами. Понятие базиса можно рассматривать как од­
но из возможных воплощений идеи приближения (исчерпания) 
пространства последовательностью его конечномерных подпро­
странств. Напомним основные определения и факты. 

3.1.1. Определение . Последовательность {хп}™ элемен­
тов банахова пространства X называется базисом (Шаудера),. 
если каждый элемент xQX единственным образом разлагается 
в ряд х=^апхп, сходящийся к х по норме пространства. 

3.1.2. Базис называют нормированным, если ]|JC„|| = 1 
(Й== 1, 2,...), и полунормированным, если 

О < inf || хп || < sup || хп || < со. 
п. п 

3.1.3. C базисом связывается сопряженная система линей­
ных функционалов {/л}~ такая, что / i (-*./) = oiy, т. е. система 
{•Ял- /я) оказывается биортогональной. Разложение элемента 
х записывается в виде 

оо 

х— 2^/п(х)хп. 
я-=1 

Сопряженная система оказывается базисом в замыкании своей 
линейной оболочки. 

Далеко не каждая биортогональная система является ба­
зисом. Достаточный (и необходимый) критерий: последователь-
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ность U„}~ должна быть полной в X, а нормы проекторов 

^nX=^ifi{x)xi ограничены в совокупности. 
/= i 

«Качество» базиса можно охарактеризовать базисной кон­
стантой b(xn) = sup\\Sn\\. Если £ = 1, то базис называется 

п 
монотонным. Каждый базис можно сделать монотонным, пере­
ходя к эквивалентной норме. Однако существуют простран­
ства без монотонного базиса и, более того, такие простран­
ства X, в которых [56] 

b(X) = mib(xn)>V} 

здесь нижняя грань берется по всем базисам пространства X. 
Величину Ь(Х) принято называть базисной константой прост­
ранства X. 

3.1.6.-0 п р е д е л е н и е. Два базиса {хп} и {уп} в простран­
ствах X и Y называются эквивалентными, если соответствие 
Тхп=уп может быть распространено до изоморфизма между 
пространствами X и Y. 

Понятие эквивалентности базисов (и, аналогично, других по­
следовательностей) имеет широкие применения в теории норми­
рованных пространств. Приведем здесь один замечательный ре­
зультат, связанный с эквивалентностью базисов. 

3.1.7. Пространство Пелчиньского [118]. Существует банахо­
во пространство Ра с нормированным базисом {еп}, обладаю­
щее следующим свойством. Пусть X — банахово пространство с 
полунормированным базисом {хт}. Найдется такая подпоследо­
вательность {ет'} базиса {еп}, что: 1) соответствие Тхт = ет' 
распространяется до изоморфизма между X и подпространством 
[е'т] czP'o — замыканием линейной оболочки элементов {ет}; 
2) подпространство [е'т] имеет дополнение — замыкание линей­
ной оболочки остальных членов базиса {еп}. Пространство, об­
ладающее свойствами 1) и 2), единственно с точностью до изо­
морфизма. 

Метод, примененный Пелчиньским, заключается в непосред­
ственном построении бесконечномерного пространства из ко­
нечномерных «блоков», специальным образом расположенных 
друг относительно друга. При этом существенно используется 
компактность Шп и подобных совокупностей конечномерных 
пространств. Впервые этот метод был применен В. И. Гурарием 
для построения пространства универсального расположения. 

Работа [118] имела значительный резонанс, так что теперь 
можно говорить о теории дополняемо универсальных базисов и 
нормированных пространств: [84, 93, 120, 121, 96, 122, 127, 146]. 

3.2. Проблема базиса и проблема аппроксимации. До недав­
него времени основным открытым вопросом теории базисов бы-
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ла «Проблема, базиса», поставленная Банахом более сорока лет 
тому назад: каждое ли бесконечномерное сепарабельное бана­
хово пространство имеет базис? 

Первый результат общего характера в направлении решения 
проблемы базиса также восходит к Банаху; впоследствии он не­
однократно передоказывался и уточнялся. 

3.2.1. Т е о р е м а . Каждое бесконечномерное банахово про­
странство имеет 'бесконечномерное подпространство с базисом. 

Недавно, было получено двойственное предложение. 
3.2.2. Теор.ема [94]. Каждое бесконечномерное сепара­

бельное банахово пространство имеет бесконечномерное фак­
тор-пространство с базисом. 

В связи с тем, что проблема базиса долго не поддавалась 
решению, вводились другие, более слабые аппроксимирующие 
структуры. Они должны были заменить базис в тех пространст­
вах, где существование его не удавалось установить, или в 
тех пространствах, где построенный базис оказывался почему-
либо не очень удобным для применений. Так, например, были 
введены различные «базисы суммирования». Общий характер 
этих понятий можно проиллюстрировать на следующем приме­
ре. 

3.2.3. О п р е д е л е н и е . Последовательность элементов 
{хп} банахова пространства X называется базисом Чезаро, ес­
ли каждый элемент х 6Х единственным образом разлагается в 
ряд, суммируемый по Чезаро: 

=0. 

Наиболее общие понятия такого рода были введены и де­
тально исследованы Гротендиком. 

3.2.4. О п р е д е л е н и е [41]. Говорят, что банахово прост­
ранство обладает аппроксимационным свойством (коротко: АР), 
если для каждого компактного множества К^Х и каждого 
е>0 найдется конечномерный линейный оператор Т такой, что 

| | х - Г х | | < е для всех х&К. 
Если, сверх того, операторы Т можно выбрать так, чтобы их 
нормы были ограничены в совокупности числом X, не зависящим 
от К и е, то говорят, что X обладает ограниченным аппроксима­
ционным свойством (коротко: ВАР). 

Подобно базисной константе Ь(Х) можно ввести постоянную, 
характеризующую «качество» ВАР: 

Ь0(Х)=Ш К, 
где Я — число, фигурирующее в определении ограниченного ап-
проксимационного свойства. 

3.2.5. Если пространство сепарабельно, то наличие в' нем ог­
раниченного аппроксимационного свойства равносильно ; следу-

lim 
n->oo 

X — 

п m 

m=-l ..=1 
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ющему: существует последовательность линейных конечномер­
ных операторов Тп такая, что 

llm \\x — Tnx\\ — Q. для всех xQX. 
n->00 

Ясно, что существование в X базиса влечет наличие в нем ог­
раниченного аппроксимационного свойства и b0(X)<b(X). 

Вопрос о наличии в каждом банаховом пространстве ап­
проксимационного свойства также долго не поддавался реше­
нию (проблема аппроксимации), хотя ряд математиков, вклю­
чая Гротендика, получил серьезные результаты в этом направ­
лении. Так, было известно, что если проблема аппроксимации 
имеет отрицательное решение, соответствующий контрпример 
можно искать среди подпространств пространства с0 или среди 
рефлексивных пространств [61]. Был построен интересный при­
мер, который мы воспроизведем. 

3.2,7. П р и м е р [93]. Пусть {Xn}i°°— последовательность ко­
нечномерных нормированных пространств, плотная в классе 
всех конечномерных нормированных пространств в смысле ди­
станции, Образуем бесконечное декартово произведение • 

- i - - 4 * i X * 2 X . . . h . 

Доказано: если существует банахово пространство без аппро­
ксимационного свойства, то сопряженное пространство (Si* не 
обладает аппроксимационным свойством (при этом &i имеет 
базис!). 

Известны и другие результаты, связанные с проблемой ап­
проксимации. Впрочем, все они, кроме результатов Гротендика, 
получены в самое последнее время, 

3.2.8. Наконец, Энфло [58] (см. также [41, 33]) построил 
замечательный пример сепарабельного банахова пространства, 
не обладающего аппроксимационным свойством. Тем самым 
«попутно» была решена в отрицательном смысле проблема ба­
зиса. В работах [33, 51] теорема Энфло подверглась некото­
рым упрощениям и уточнениям. Теперь известно, что в каждом 
пространстве с0 и /Р (р>2) содержится подпространство без ап­
проксимационного свойства. Перенести этот результат на 1Р 
при {Кр<2) до сих пор не удалось. Можно предположить, 
что в каждом банаховом пространстве, не изоморфном гильбер­
тову, содержится подпространство, не обладающее аппроксима­
ционным свойством. Однако метод Энфло и его последовате­
лей недостаточен для такого окончательного решения пробле­
мы аппроксимации. 

3.2.9. Приведем еще одно из относящихся сюда условных 
предложений [61]: пусть все подпространства пространства 
1р(\<р<2) обладают аппроксимационным свойством; тогда то 
же верно и для всех подпространств пространства Lv и, в част-
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чости, для всех подпространств каждого пространства Iqip^ 
<-7<2). 

3.3. Связи между аппроксимационными свойствами. После 
отрицательного решения проблемы аппроксимации более акту­
альными стали вопросы о связи между различными аппрокси­
мационными свойствами. 

3.3.1. В статье [62] была построена последовательность 
(попарно изоморфных) банаховых пространств Хп, каждое из 
которых обладает ВАР, но константа Ь0(Хп) (см. определение 
3.2.5), характеризующая «качество» аппроксимационного свой­
ства, растет неограниченно. Произведение этих пространств 

£=№Х--2Х...}/2 . 
обладает АР, но не ВАР. 

3.3.2. Пока неизвестно, каждое ли сепарабельное банахово 
пространство с ВАР имеет базис. 

Если Е — банахово пространство с базисом, то каждое его 
дополняемое подпространство X обладает ВАР. Получено сле­
дующее важное обращение этого простого факта. 

3.3.3. Т е о р ем а [95, 119]. Пусть X — сепарабельное бана­
хово пространство с ВАР; найдется пространство _ с базисом, 
содержащее дополняемое подпространство Хи изоморфное X. 

Во многих случаях оказывается полезным установленный 
там же конечномерный аналог этой теоремы. 

3.3.4. Т е о р е м а . Существует абсолютная константа К та­
кая, что если X есть конечномерное банахово пространство, 
найдется конечномерное банахово пространство Y такое, что 
декартово произведение XxY имеет базис, базисная константа 
которого не превосходит К. 

С помощью этой теоремы доказывается, например, существо­
вание базиса в пространстве (£., рассмотренном выше (при­
мер 3.2.7) и в аналогичных пространствах-произведениях. 

3.4. Базисы в конкретных пространствах. 
3.4.1. Базисы в классических пространствах С [0, 1], Lp [0, 1] 

были построены давно (см. [138] стр. 10). Существование базиса 
в C(Q) (Q— метрический несчетный компакт) было доказано 
Ф. С. Вахер (1952 г.). Долго не удавалось установить сущест­
вование базиса в пространстве Ch(In) всех функций п перемен­
ных, определенных в единичном кубе, у которых все частные 
производные порядка не выше k существуют и непрерывны 
(норма в С*(/п) определяется как наибольшее значение абсо­
лютных величин всех этих производных). Эта задача была 
решена в работах [48] и [49]. Еще дольше не поддавалось 
пространство А всех функций, аналитических в круге и непре­
рывных вплоть до границы. Базис в этом пространстве совсем 
недавно построил С В. Бочкарев [1].. Пример Бочкарева вы-
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.глядит неожиданно простым, но его обоснование потребовало 
применения некоторых тонких оценок. 

До сих пор остается открытым вопрос о существовании в 
конкретных пространствах Банаха базисов определенного типа. 
Вот некоторые из относящихся сюда задач. 

3.4.2. З а д а ч а . Существует ли в _i [0, 1] нормированный 
базис {хп} такой, что 

' \\Лаахп\\<АУЩ^ 
для любых конечных наборов коэффициентов (гильбертов 
«базис)? 

3.4.3. З а д а ч а . Существует ли в С[0, 1] нормированный 
•базис такой, что 

УЩ^<А\\2апхп\\ 
для любых конечных наборов коэффициентов (бесселев базис) ? 

3.4.4. З а д а ч а . Существует ли в L\ [О, 1] нормированный 
базис ixn}, последовательность членов которого слабо сходится 
к нулю (оусо-базис)? 

3.5. Безусловные базисы. 
3.5.1. О п р е д е л е н и е . Базис в банаховом пространстве 

X называется безусловным, если разложение любого элемента 
X=2anx7i образует безусловно сходящийся ряд. Последнее оз­
начает (одна из эквивалентных формулировок), что рял 
2апапхп сходится при любом наборе коэффициентов а?г = ±1 , 

3.5.2. Не каждое банахово пространство имеет безусловный 
базис. Например, пространства С [О, 1] и L\ [0, 1] не только 
сами не имеют безусловного базиса, но и не изоморфны ника­
кому подпространству пространства с безусловным базисом. То 
же верно и для квазирефлексивного пространства Джеймса. 

3.5.3. Пример рефлексивного пространства, не изоморфного 
никакому подпространству пространства с безусловным базисом 
привел Пелчиньский [96]; это — бесконечное произведение 

X={L2[0,1]X£3[0,1]X-L4[0,1]X ...}>, • 
3.5.4. В пространстве Lj-fO.l] (1<р<«- ) безусловным бази­

сом является система Хаара; новое краткое доказательство это­
го факта, опирающееся на теорию вероятностей, получил недав­
но В. Ф. Гапошкин \[5]. 

Тригонометрическая система образует в _ р при p{ne}2 лишь 
условный (т. е. не безусловный) базис. 

Следующее предложение показывает, что условные бази­
сы — более распространенный объект, чем безусловные. 

3.5.5. Т е о р е м а [121]. Если банахово пространство имеет 
базис, то оно имеет бесконечно много попарно неэквивалентных 
условных базисов. 

Хорошо известно, что каждый нормированный безусловный 
-базис в пространстве 12 эквивалентен каноническому базису. 
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Вопрос о существовании других банаховых пространств с 
«единственным безусловным базисом» получил решение в сле­
дующих теоремах. 

3.5.6. Т е о р е м а [109]. Если банахово пространство имеет 
безусловный базис, и все нормированные безусловные базисы в 
нем эквивалентны, то оно изоморфно одному из трех прост­
ранств: lh 12 или Со. 

3.5.7. Т е о р е м а [81]. Если банахово пространство имеет 
два неэквивалентных нормированных безусловных базиса, то 
оно имеет несчетное множество таких базисов. 

Для безусловных базисов оказывается полезным следующее 
понятие. 

3.5.8. О п р е д е л е н и е . Два базиса называются перестано­
вочно эквивалентными, если они оказываются эквивалентными 
после подходящей перестановки членов одного из них. 

3.5.9. Т е о р е м а [40, 145]. Каковы бы ни были р и q ( К 
<p<q<co), в пространстве /РХ-д все нормированные безуслов­
ные базисы перестановочно эквивалентны (под «/-о» понимаем 
здесь с0). 

Доказательство этой теоремы опирается на «существенную 
неизоморфность» пространств lv. 

3.5.10. Мы уже упоминали выше о замечательном прост­
ранстве Пелчиньского Р0 (см. 3.1.7). Аналогичный пример по­
строен им и для безусловных базисов. Это — пространство Pi 
с нормированным безусловным базисом {еп} таким, что каждый 
нормированный безусловный базис, (в любом пространстве X) 
эквивалентен некоторой подпоследовательности базиса {еп}~ 
Пространство Pi единственно с точностью до изоморфизма. 

Приведем два нерешенных вопроса теории безусловных ба­
зисов. 

3.5.11. Каждое ли банахово пространство имеет бесконечно­
мерное подпространство с безусловным базисом? 

3.5.12. Каждое ли дополняемое бесконечномерное подпрост­
ранство пространства с безусловным базисом имеет безуслов­
ный базис? 

3.6. Симметричные базисы. 
3.6.1. О п р е д е л е н и е . Базис {хп} банахова пространства 

X называется симметричным, если он эквивалентен базису 
{х цп}} при любой перестановке я натурального ряда. 

Очевидно, каждый симметричный базис безусловен. Обрат­
ное, как показывают простые примеры, неверно. Основные при­
меры симметричных базисов — канонические базисы в прост­
ранствах с0 и /p(l{le}p<co). В последнее время интенсивно иссле­
дуются и другие пространства с симметричным базисом. Это,. 
в частности, пространства последовательностей Орлича 1М> 
Марцинкевича Mb (с) и Лоренца Л (с) (см. [38, 42, 105—107]).. 
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С помощью симметричного базиса можно ввести в X «сим­
метричную» норму, эквивалентную исходной: 

" Х " 0 = =
a i U ± P l 8 я Р II 2 апа"ХЩп) || [Xz==2i anXn)> 

эта норма является симметричной функцией коэффициентов ба­
зисного разложения. Впрочем, в перечисленных выше прост­
ранствах уже исходная норма является симметричной по отно- . 
шению к каноническому базису. 

Так как большинство «обычных» банаховых пространств не 
имеет симметричного базиса (например, его нет в Lp [0, 1]), 
может возникнуть представление о малой распространенности 
симметричных базисов. Это представление в определенной сте­
пени опровергается следующими теоремами. 

3.6.2. Т е о р е м а [103]. Каждое банахово пространство с без­
условным базисом изоморфно дополняемому подпространству 
некоторого банахова пространства с симметричным базисом. 

3.6.3. Т е о р е м а [141]. Каждое рефлексивное банахово про­
странство с безусловным базисом изоморфно дополняемому под­
пространству некоторого рефлексивного банахова пространства 
с симметричным базисом. 

Применение первой из этих теорем к пространству Пел-
чиньского Pi приводит к неожиданному результату: оно имеет 
несчетное множество попарно неэквивалентных симметричных 
базисов (исходный базис {еп}, конечно, не является симметрич­
ным) . 

3.6.4. Как и в случае безусловных базисов, естественно, воз­
никает вопрос о пространствах, имеющих единственный с точ­
ностью до эквивалентности симметричный базис. Этот вопрос 
до конца не решен. Известно, что сюда относится пространство 
с0, все пространства /p(l{le}p<°°) и пространства Лоренца. 
Среди пространств Орлича есть такие, которые содержат не­
счетное множество попарно неэквивалентных симметричных 
базисов. 
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