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О ПРОСТРАНСТВАХ, ИЗОМОРФНЫХ ЛОКАЛЬНО РАВНОМЕРНО 

ВЫПУКЛЫМ ПРОСТРАНСТВАМ 
Пространство Банаха называется локально равномерно выпуклым, 

если для любых его элементов х и хп из равенств 
!|х|] = ||л:„||=1, Нш \\х-\-хп\ = 2 (1) 

следует 
lim || ля — .х || = 0. (2) 

Локально равномерно выпуклые пространства, введенные Ло-
валья [1], являются обобщением равномерно выпуклых пространств [2]. 
Пространство Банаха называется равномерно выпуклым, если для 
любых его элементов хп и уп из равенств 

|| хл || = !!_)/„ Ц = 1, iim ||лл+.ул|| = 2 (1а) 
следует 

lim \\хп — ̂ л|| = 0. (2а) 

Каждое равномерно выпуклое пространство рефлективно [3]; с дру­
гой стороны, можно построить пример рефлективного сепарабельного 
пространства, не изоморфного никакому равномерно выпуклому про­
странству [4]. Таким образом, класс равномерно выпуклых пространств 
существенно уже класса рефлективных пространств. Естественно 
возникает вопрос об объеме класса локально равномерно выпуклых 
пространств. В работе [1] приведены некоторые критерии изомор­
физма произвольного пространства Банаха локально равномерно 
выпуклому пространству, из которых, в частности, следует, что не­
рефлективное пространство / изоморфно локально равномерно вы­
пуклому пространству. 

В настоящей статье мы покажем, что любое сепарабельное про­
странство Банаха изоморфно некоторому локально равномерно вы­
пуклому пространству. 

Пусть £ — пространство Банаха с нормированным базисом 
Уи У>, •*• (3) 

Биортогональную базису (3) последовательность функционалов 
обозначим 

!; i • • fi,h, ... : (4) 

Таким образом, любой элемент х £ Е представляется рядом 
4 , ' • ' • ' ' ' С О ' ' 

• * = S /*(•*) .у*-



52 М. И. Кадец 

Будем обозначать 
П оо 

Sn(x)=^Mx)yk; Rn(x)= Jlfk(x)yk. 

Предположим, что Е нормировано таким образом, что для любо­
го х £ Е 

|| х - Sk (x) || > || 5m (x) -Sk (x) || ( т > £ > 0 ) . (5) 

Если || р—любая норма пространства Е, то норма, удовлетворяю­
щая условию (5), может быть определена равенством 

п 
II* 11= s u p | £ 4 ( л ) у* [|(0). 

Лемма . Пусть {z„\™ — последовательность элементов, слабо 
сходящаяся к нулю относительно базиса (3), т. е. такая последо­
вательность, для которой 

lim fk(zn) = 0 (k = \, 2, ...); (6) 

тогда для любого k: 
а) Игл {|| Rk (zn) !| — I zn ||) = 0, 

б) . lim | |#*(* + «») il> II tf*(*)II 

для любого х £ £. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (6) следует, что для любого & 

lim SA(Z„) = 0, 

откуда и вытекает равенство (а). Фиксируем теперь индекс k и эле­
мент х и определим m^>k так, чтобы для произвольного е]>0 

Wm{x)i<~\\Rk{.x)i (7) 

Выберем теперь индекс Ло так, чтобы для всех /г> «„ выполнялось 
неравенство 

l|S,(z„)||<-f||/?ft(j:)[| (/»<«), (8) 
что можно сделать на основании (6). Из (5) следует 

\\Rk{x-YznV\>\\Sm{x + Zn)-Sk{x + zn)\\. (9) 
Правую часть (9) перепишем в виде 

|| Sn (х) - Sk (х) + Rm (х) - Rm (х) + Sm (zn) — S* (г„) || 
и заменим ее не большей величиной 

(f 5"« (JC) — S* (JC) +"/?m (JC) 1| — П /?„ (JC) || — И ^„ |1 — И 5* (2ГЯ) ||. 
Из (7), (8) и (9): 
\\Ru(x + z„)\\>\\Sm(x)-Sll(x)+Rm(x)\\-s\\Rk(x)\\ = (l^s)\\Rk(x}\\) 

что и доказывает (б). 
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Введем в Е новую норму, эквивалентную прежней: 

l l*lll=2^ l , /?* (JC) l i-

Для этой нормы справедлива 
Т е о р е м а 1. Если для последовательности { хп }i " элемента х 

выполняются условия: 
Urn /*(**) = /*(*) (k = l, 2, ...); lim !|*/.||i = l№».: (11) 

TO 

lim ||JC« — JC||I = 0 . (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, вопреки утверждению теоремы, 
что существует последовательность { хп \г , удовлетворяющая (11), 
для которой 

| | х „ - х | | 1 > е > 0 . (13) 
Разность хп — х обозначим zn, так что хл = x-\-zn. Определим ин­
декс q = q(£) так, чтобы 

ЦЯ*(*) | |<~ для k>q. (14) 

Выберем п так, чтобы удовлетворить условиям: 
со 

2 ^ , 1 ^ ( г я ) 1 | > 1 ^ - "(15) 

что можно сделать на основании утверждения (а) доказанной выше 
леммы, и 

II #*(•*+ г«) || > | | #*(*)|[ — яляк^д. (16) 
2я+а 

Ряд, представляющий И-х + ^лЦь разобьем на два: 
q со 

l | x + % i i i = 2 ^ " ^ ( x + 2 " ) | i + 2 ^и^(х+^|!. 
*=0 k=q+l 

Оценим снизу каждую из полученных сумм: 

^!lft(-+Z,)ll>5i[l№WI--iT]>yi|!%Wl!-1^> 
°о ад ее 

А=0 k=q-\-l ft=0 

В этой оценке мы воспользовались неравенствами (14) и (16). 



54 М. И. Кадец 

Вторую сумму оценим с помощью неравенств (14) и (15): 
оо со оо 

2£||я*(*+*«)н> J himznn~ 2 ^i|/M*)lj> 

> — - - 1 _ = _ * _ 4 ' ( 1 8 ) 
2?+2 2?+4 2 ? + 4 

Сложив (17) и (18), получим 

IIJC + ^ H ^ I M I I -
2Q+i 

что противоречит второму равенству в (11). Теорема 1 доказана. 
Возьмем в качестве пространства Е пространство С всех непре­

рывных функций x(t), определенных на отрезке [О, 1]. 
Т е о р е м а 2. Пространство С изоморфно локально равномерно 

выпуклому пространству. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим выпуклый однородный функ­

ционал 

/(*) = sup"l/- ^~i\f-k^)\\ (19) 
k=i 

где верхняя грань берется по всем перестановкам последователь­
ности { fk (х) }i . Очевидно, 

— ^ max |/* (JC) К /(JC) < max|/*(JC)"|< Л ||JC ||I, (20) 
Y 2 k k 

где коэффициент А ̂ >0 зависит только от выбора нормы. С помощью 
функционала 1(х) введем в С новую норму 

\\xh = Z\\x\\\ + P(x) (21) 
и покажем, что нормированное таким образом С превращается в ло­
кально равномерно выпуклое пространство. 

Пусть х и хп — элементы, удовлетворяющие (1): 

IW|2=|l*»ll2 = l, lim \\х + хя\\ = 2. (22) 

Пусть далее 

/?>, Лп\... (23) 
— множество (4), члены которого представлены так, чтобы 

со 

1 
А = 1 

1к\ППЧх + Хп)\*>Р(х + Хп)~-1 1 i/Г {х + хп) j2>Р {х + Хп)~~. (24) 
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Так: как 

GO 00 

й=1 

то 

(25) 

СО 0 0 

• ^~k\fin4x + x„)\^2{P(x) + P(xn)]-^k\ff(x~xn)\\ 

или, принимая во внимание (24), 
со 

4 = 1 

Сложив (25) с очевидным неравенством 

||Л: + Л: В | | ?<2[ | |Х | | ? + | |* Я ] | ? ] , 
получим 

00 

||* + J f . |g<2[ | |x |g+ | |* . | | | l -^ | /P (* -* . ) | *+- j . 
ft=i 

Так как х и х„ удовлетворяют (22), то 
со 

iim ^ ^ | / W ( x - ^ ) P = 0. (26) 
ft=i 

Поскольку 
2[!i^|l22 + !i^ig3-iU + ^ l l = {2[/2W + /2(^)]-/2(x + ^ ) } - f 

4Ч2[|ИШ*»11?]-|1* + *"11П 
и выражения в фигурных скобках неотрицательны, то 

lim { 2 [Я (х) + Р (хп) ] — /*(* + *„)} = 0. (27) 
л.-£°° 

Покажем, что 
lim fk{xn) = fy(x) (k = l, 2, ...)• (28) 

Доказательство проведем от противного. Допустим^ что для 
какого-то k — ko 

\А(Хп^-х)\>г>0, (29) 
для некоторой бесконечной последовательности индексов п. 



56 М. И. Кадец 

Тогда (26) может выполняться лишь в том случае, если номер Д, 
в последовательности (23) неограничено возрастает с ростом п г\ для 
чего в свою очередь необходимо, чтобы 

lim fkM + xn) = Q. (30) 

Определим элементы х' и х'п равенствами: 

х' = х — fkMbk*, Xn^Xn + fnA^y*- (31) 
Значения функционала 1 для этих элементов удовлетворяют таким 
соотношениям: * 

/(*'-}-*;) = / ( * + *,); Р{х') = Р{х)--Ч; / ( 4 ) < / ( х ) , (32) 
где ?)!>0 — слагаемое, которое выпадает в (19) при переходе от х 
к х'; последнее неравенство в (32) справедливо для достаточно 
больших п. Из очевидного неравенства 

Р(х' + х'п)^2[Р(х') + Р(хп)} 
и соотношений (32) получаем 

Р(х + хп)<2[Р(х) + Р(хп)}-%. 
что противоречит (27). Таким образом, (28) доказано. 

Из определения нормы || j|i и соотношения (б) леммы следует, 
что 

lim || хп |[i > || х |ji. 

Заметим, что последовательность {fk{xn)\1=i, порожденную эле­
ментом хп, можно рассматривать как элемент пространства сходя­
щихся к нулю числовых последовательностей с нормой 1(х„), кото­
рая, согласно (20), эквивалентна обычной норме пространства Со. 
Из (28) следует, что хп при п-^оо слабо сходится к л: в смысле Со. 

Поэтому 

lim / (хп) > / (х). 

Так как, согласно (21) и (22), 
\\Xnfi+P(Xn)=\\xl\! + P(x), 

то 
lim ||X„||I = ||J:!JI. • (33) 

Так как норма || ||i удовлетворяет условиям (11) и (12) теоремы 1, 
то из (28) и (33) следует сходимость последовательности хп к х: 

lim || хп — х ||i = lim || хп — х ||2 = 0. (34) 

Сопоставляя (22) и (34), мы видим, что пространство непрерывных 
функций с нормой || ||2 локально равномерно выпукло. 

') В этом абзаце мы рассматриваем только те п, которые удовлетворяют допу­
щению (29). 
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Поскольку всякое сепарабельное пространство Банаха эквива­
лентно подпространству пространства С, то из теоремы 2 следует 

Т е о р е м а 3. Всякое сепарабельное пространство Банаха изо­
морфно некоторому локально равномерно выпуклому пространству. 
Харьковский автомобильно-дорожный институт Поступило 
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