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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ HAVE 

ОБ УСЛОВНО СХОДЯЩИХСЯ РЯДАХ В ПРОСТРАНСТВЕ J? 

М. И. К а д е ц 

Настоящая заметка является попыткой обобщения известной теоремы 
Штейница [1] об области сумм условно сходящегося ряда в /г-мерном про
странстве на случай пространства Ьр при определённых ограничениях, 
наложенных на члены ряда. 

Т е о р е м а I. Дано N векторов г- из пространства Lv, сумма кото
рых равна нулю. 

Возможно так упорядочить это множество, что 

m a x | | S r ; ! | < 5 p { S | l ^ ! P ) 1 / 2 при р > 2, (1а) 
V 1 1 

или 
V N l / 

m a x | | 2 o ! l < 5 p i 2 i k y i r i при 1<р<2, (16) 
V 1 1 

еде В р —постоянная, зависящая только от р. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Требуемое упорядочение получим следующим 

образом: первый вектор выбираем произвольно; когда первые к векторов 
уже выбраны, выбираем вектор rkjr\ так, чтобы 

1 

J К + г2 + . . . + rk | p _ 4 f l sign (rL + r2+...+ rk) dx < 0. (2) 
о 

Этот процесс продолжаем, пока не исчерпаем всё множество. (Требование (2) 
всегда выполнимо, так как сумма всех векторов равна нулю.) 

Покажем, что для упорядоченного таким способом множества выпол
няются неравенства (1а) или (16). Рассмотрим сначала случай, когда р > 2. 
Воспользуемся следующим неравенством: 

|a + 6 | p < | a | p + /?|a|p-16signa + ^ ( | ^ | p + |a|p~2|&|2), (За) 

где а и Ъ — произвольные действительные числа, а А > 1 — постоянная, 
зависящая только от р. 

Неравенство (За) для 

а=гг + г2+ . . . + rk = Sk; Ь^гк (& = 1, 2, ...,N), 
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после интегрирования по х дает: 
1 i 1 
^ I Sh |* dx < \ | 5 М |* rfx + /> \ | 5 М Г г, sign V i ** + 
о 6 о 

1 1 

+ 4 [ \ \rk\*dx+ \ IS^^lr^dx] . (3'> 
6 о 

Согласно неравенству (2) 
1 

Р\ | ^ V i r i ^ s i g n V i ^ < 0 -
о 

К последнему слагаемому неравенства (3') применим неравенство Гельдера; 
2 
v *=* 1 2 

О О О 

Окончательно получим: 
| |5к | |р<||5к.1 |Г-!-Л[||гк | | ' ' + | | 5 к . 1 | П к к Н . (4а> 

Обозначим: 

V- -N • - - ~ к > f—^ — - P f t ; пшх||ок1 | = | |о№ о | |=р. 

В новых обозначениях (4а) примет вид 

l!«'fc||p<l|eft_1||p + 4[||pk|lp+||oft_1||p-8||pft||a]. 
Так как 

1Ы1Р<1Ы12<1; 1К1Г2<1 + !Л 
то последнее неравенство можно заменить следующим: 

ll^lip<l!^-illp + ^(2 + ^)!|Pftil2. 
Просуммировав это неравенство по А от 1 до N0, получим: 

*v<A(2 + ^)%\\9d2<A(2 + ^)%\\9k\\?=l+^, 

откуда [ip < 2 и 

m a x | | ^ f < 2 { j / 2 ^ | | | > f e | r j , 

что и доказывает неравенство (1а). 
Для случая 1 < р < 2 применим неравенство 

|a + 6 | p < | a | p + / ? | a p - 1 6 s i g n a + 4 ]6 | ? ) , (36) 

из которого аналогичным способом получим: 
liV^Vlf + ̂ IKir (46); 

откуда 

Ш р <^| |Ы р 
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я, следовательно, 
N 

max\\Sk\\p<A%\\rpf. 
k i 

Теорема доказана. 
Пусть члены ряда векторов в LP удовлетворяют одному из двух 

условий: 
оо 

2 l | r f t | P < o o при р>2 (5а) 
1 

ИЛИ 
со 

2 l k l | p < ° ° при 1<р<2. (56) 
1 

Для таких рядов справедливы следующие предложения. 
Л е м м а I. Если какой-то вектор пространства LP является предель

ным для последовательности усечённых сумм ряда векторов, удовлетворя
ющего условиям (5а) или (56), то соответствующей перестановкой членов 
можно сделать ряд сходящимся к этому вектору (т. е. этот вектор при
надлежит области сумм). 

Л е м м а I I . Область сумм ряда векторов, удовлетворяющего условиям 
(5а) или (56), есть замкнутое множество. 

Л е м м а III. Если векторы «S(0) и 5 ( 1 ) принадлежат области сумм 
ряда векторов, удовлетворяющего условиям (5а) или (56), то и вся прямая 

5(А) = Х5(1) + ( 1 - Х ) 5 ( 0 ) 

принадлежит области сумм. 
Доказательство этих лемм почти дословно совпадает с доказательством 

аналогичных лемм в [2]. В случае конечномерных пространств лемма (II), 
очевидно, есть следствие леммы (III). Из лемм II и III следует 

Т е о р е м а II . Область сумм условно сходящегося ряда векторов в LP 
есть подпространство, если только члены ряда удовлетворяют условиям 
(5а) или (56). 

Автору неизвестно, насколько условия (5) являются необходимыми. 
Поступило в редакцию 18 августа 1953 г. 
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